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AVERTISSEMENT. 


Nous donnons ci-après la seconde et dernière partie du recueil des Oeuvres 
complètes de Stieltjes. La publication du présent tome s’est trouvée, à notre 
grand regret, retardée par diverses difficultés exceptionnelles, nées des événe- 
ments actuels. Certaines pièces contenues dans ce volume, nous paraissent 
appeler les observations suivantes. 

Dans les papiers laissés par Stieltjes, nous avons trouvé trois mémoires 
N° 82—84, dont l'intérêt nous a semblé suffisant pour justifier leur insertion 
dans ce recueil. Le premier de ces mémoires n’étant pas entièrement achevé, 
nous nous sommes permis de le compléter par l’adjonction du dernier para- 
graphe (9). Diverses Notes terminent le volume. Celles que nous appelons 
Notes de l’auteur” ont été trouvées, écrites -de sa propre main, en marge 
de certaines de ses mémoires imprimés, tandis que les Notes (C) sont celles 
que M. Cosserat a ajoutées à sa Notice sur les travaux scientifiques de 
T. J. Stieltjes. 

Comme cet oeuvre touchait à son terme, nous avons eu à déplorer la perte 
de M. E. F. van de Sande Bakhuyzen qui formait avec nous la Commission 
chargée de la présente publication. La collaboration du défunt nous avait été 
d'autant plus précieux qu'il fut jadis l’ami intime de Stieltjes. Il était aussi 
le notre, et c’est à ce titre que nous avons pu appécier les hautes et rares 
qualités de notre collègue, et que nous tenons à rendre à sa mémoire l’hom- 
mage de nos profonds regrets. 
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XLVIII. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci, 102, 1886, 805.) 


Sur le nombre des pôles à la surface d’un corps magnétique. 


(Note, présentée par M. Hermite.) 


La remarque, due à Gauss, que l’existence de deux pôles Nord à la 
surface de la Terre entraînerait nécessairement celle d’un pôle neutre, 
a été généralisée par M. Betti (Teorica delle forze Newtoniane). En 
considérant un corps magnétique limité par une seule surface fermée 
simplement connexe, il démontre que le nombre total des pôles est pair. 

La méthode la plus simple pour traiter cette question a été donnée 
par M. Reech dans un article inséré dans le Cahier XXX VII du Journal 
de l'École Polytechnique. L'auteur y considère spécialement les maxima 
et minima de la fonction V2? + ÿ + 22 à la surface d’un corps, mais le 
raisonnement est général et, en l’appliquant au cas d’un corps magné- 
tique, le résultat de M. Reech consiste en ce que le nombre total des 
pôles neutres est surpassé de deux unités par le nombre total des autres 
pôles. Ce résultat comprend en particulier la proposition de M. Betti. 

En modifiant légèrement le raisonnement de M. Reech, on peut 
aussi traiter par cette méthode le cas où la surface fermée qui limite 
le corps est 24 + 1 fois connexe. On trouve alors que généralement 
le nombre des pôles neutres diminué du nombre des autres pôles est 
égal à 2k— 2. Comme il y a toujours au moins un pôle boréal et un 


pôle austral, il s'ensuit que le nombre des pôles neutres est au moins 
égal à 24. 
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une valeur finie quelconque, il est évident qu’en cherchant dans le cas 
actuel une valeur approchée de R,, il est impossible d'arriver à un 
résultat aussi simple que celui auquel on est arrivé pour beaucoup de 
séries de première espèce où le reste R, est inférieur en valeur absolue 
à T,. On voit en effet que, dans le cas actuel, R, pourra surpasser en 
valeur absolue un nombre quelconque de fois T,. Ainsi une expression 
approchée du reste, qui ne ferait pas connaître d'avance le signe de 
cette quantité, donnera toujours des limites trop étendues et qui ne 
permettent point de tirer tout le parti possible de la série. 

Ces considérations indiquent déjà une autre manière d’envisager la 
question, et, dans le cas des séries de seconde espèce, nous considérons 
que le vrai problème à résoudre est la détermination du rang du reste 
R, qui, pour la première fois, a changé de signe. Il est évident en 
effet que R, varie toujours dans le même sens, en sorte que l’équation 
R, — 0 admet une seule racine. Soit x le premier nombre entier supé- 
rieur à cette racine: alors il est clair qu’on obtient pour la valeur exacte 
cherchée deux limites dont la différence est T,. Il serait donc à désirer 
que ce changement de signe de R, eût lieu dans le voisinage du plus 
petit terme, et, dans tous les cas que nous avons étudiés, nous avons 
toujours vu se présenter cette circonstance favorable. 

Lorsqu'on réussit à résoudre l'équation transcendante 


Rr = 0, 
dans laquelle on considère x comme une variable continue, avec une 
approximation telle, que l’erreur de la valeur obtenue N soit seulement 
une petite fraction, on peut aller plus loin et obtenir une valeur appro- 
chée dont l'erreur sera seulement une fraction assez faible de T,. Soient 
en effet 
N—n—+1, Dei AL 


alors cette valeur approchée sera 


Ti + Ph cb Ts. 


Surtout lorsque n est grand, on peut compter d'obtenir, en procé- 
dant ainsi, une réduction notable de l’erreur. On s'en rend compte 
aisément en observant que la ligne dont l'équation serait y—=R, doit 
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présenter un point d’inflexion dans le voisinage de n —N, parce qu’on se 
trouve en même temps dans le voisinage du minimum de T,—R;_;—Ry. 

La solution approchée de l'équation Rx —0 se présente toujours 
sous la forme 


MR AN LE n=aat a+ + t...; 


mais souvent il est plus commode de considérer a comme inconnue, et 
de calculer d’abord les coefficients 8, 8,, ... du développement 


D a=Pn+h+Èr ht... 


On en déduit ensuite facilement le développement (B). Ces séries 
(B) et (C) présentent le même caractère que la série (A); nous calcu- 
lons quelques-uns des premiers coefficients : ces coefficients ne suivent 
aucune loi simple et leur calcul devient bientôt très pénible. Il paraît 
donc que nous avons réduit ainsi la discussion de la série (A) au pro- 
blème beaucoup plus compliqué de discuter la série (B). Mais évidem- 
ment on ne demande qu'avec une approximation assez faible la racine 
de R: —0, et, comme l'exactitude de la formule (B) croît nécessaire- 
ment lorsque n augmente, il suffit de se rendre compte par un calcul 
numérique de l’approximation de ces formules (B) et (C), en attribuant 
à a ou à n des valeurs beaucoup plus petites que celles pour lesquelles 
on se servira de la série semi-convergente donnée. L’approximation 
obtenue est toujours largement suffisante. 

Comme nous l'avons dit, nous considérons la solution approchée 
de R,;—0 comme le problème principal à résoudre dans le cas d’une 
série de seconde espèce. Nous obtenons cette solution en considérant 
en particulier le reste R, d’un terme T, dans le voisinage du plus petit 
terme, et en développant R, lui-même en série semi-convergente sui- 
vant les puissances descendantes de n. Dans quelques cas où l’on aurait 
besoin d'une exactitude exceptionnelle, on pourrait se servir de ce 
développement pour calculer avec une grande exactitude la valeur 
de R,. 

Mais, dans la plupart des cas, on n’aura pas à continuer la série 
jusqu’au point où R, change de signe, car on obtiendrait ainsi une ap- 
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proximation beaucoup trop grande. On peut souhaiter alors de savoir 
quelle est à peu près l'erreur en s’arrêtant à un terme quelconque. 

Très souvent les termes que l’on calcule diminuent si rapidement, 
que l’on peut négliger le reste; au besoin on calculerait avec une op- 
proximation plus grande qu’on n'en a besoin. Et dans le cas où l’on 
serait obligé de pousser le calcul si loin que les termes ne diminuent 
plus rapidement, alors la connaissance exacte du terme où il faut ar- 
rêter le développement permettra facilement d'évaluer approximative- 
ment les termes négligés. 

Dans le cas des séries de première espèce, on a ordinairement cherché 
à déterminer le plus petit terme: mais on peut aussi envisager (comme 
on l’a déjà fait) la question d’une manière un peu différente et rétablir 
ainsi, jusqu'a un certain point, l’analogie avec les séries de seconde 


espèce. 
Soit 
T, — To +. ET FR: 
une telle série, T,, To,..., Th, Rn étant positifs Remarquons d’abord 


que la circonstance que R, est positif entraîne déjà nécessairement que 
R, est inférieur à TA et Th+1; car la relation 


Ry-1 + Re = Ta 


montre que R,-: et R, sont inférieurs à T,. 

Maintenant, au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se pro- 
poser de trouver le minimum de R,, en sorte qu’on est conduit à con- 
sidérer l'équation transcendante 


d Ph 


Er rad 


qu’on pourra remplacer aussi avec approximation par R, 1 = R4. 
La valeur de n qu’on en tire diffère très peu du rang du plus petit 
terme, circonstance qui permet d'expliquer la remarque suivante 


qu'on a faite dans quelques cas particuliers. Supposons que la racine 


da R, , . 
de an = 0 tombe entre n — 1 et n. Alors on aura, d’une manière 


approchée, R;_1—=R;, et l’erreur sera seulement une fraction faible 
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de R;. On en conclut qu’on a aussi à peu près R, = } T,, en sorte que 
l'erreur de l’expression 


Ti—T+.. +Tn-1 F ET 


sera seulement une petite fraction de T,, qui est d'autant plus faible 
que n est plus grand. Ajoutons qu'on peut aussi, dans le cas actuel, 
développer R, en série semi-convergente, suivant les puissances des- 
cendantes de n; le premier terme de ce développement montre alors 
qu'on a 

lim R, : Ta = # 
pour n = . 

Voici maintenant les séries dont nous avons fait l'étude. Nous avons 
peu insisté sur les séries de première espèce. Le logarithme intégral nous 
a fourni le premier exemple d’une série de seconde espèce. Nous con- 
sidérons ensuite les transcendantes Î ; Dour du du  [ 3 Ts ar du, qui 
donnent aussi des séries de seconde espèce. On a choisi ces intégrales, 
parce que le résultat auquel on est conduit nous est utile encore dans 
la suite. 

Nous arrivons maintenant à un exemple tiré de la théorie de la fonc- 
tion l'. Après avoir rappelé en quelques mots le résultat principal des 
nombreuses recherches auxquelles a donné lieu l’étude de la série qui 
sert à calculer log l'(a), nous considérons une autre série, n'ayant rien 
à ajouter à un sujet qui est si bien exposé dans la première partie du 
travail de M. Bourguet sur les intégrales eulériennes. La considération 
de log l'(ai) conduit à une série de seconde espèce, composée des 
mêmes termes que la série de Stirling dont nous faisons l'étude. Le 
résultat auquel nous arrivons permet de se faire une idée nette de la 


manière dont se comporte la fonction holomorphe lorsque la va- 


1 
T(’ 
riable 2 décrit l’axe des y. 

Nous abordons ensuite l’étude des intégrales de l'équation différen- 
tielle 
1 dz 
a da 


+ Tee 


qui se présente dans plusieurs questions de physique mathématique. 
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L'une des intégrales 


a af 


: 
J@O=I— SH pe sa e d: 





est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donné une série semi-con- 
vergente pour calculer J (a) dans le cas où a est très grand. Cette série 
a été l’objet d'un travail de M. Lipschitz (Journal de Borchardt, t. 56), 


qui en a donné le premier une théorie rigoureuse. Nous reprenons 


l'analyse de M. Lipschitz: une modification légère nous permet de pré- 
ciser encore le résultat auquel était arrivé le savant géomètre allemand. 
Nous obtenons en même temps une série semi-convergente analogue, 
qui permet de calculer une seconde intégrale de l'équation différen- 
tielle. Toutes ces séries sont de première espèce. 

Nous considérons ensuite les deux intégrales de l'équation différen- 
tielle dans le cas où l’argument est de la forme ai. On est conduit ainsi 
à deux séries semi-convergentes données par Riemann, qui avait ren- 
contré ces fonctions dans une question de physique mathématique (Zur 
Theorie der Nobilischen Farbenringen, Oeuvres, p. 54, 1855). 

L'une de ces séries est de première espèce, et sa discussion n'offre 
pas de grandes difficultés; mais la fonction J (ai) donne cette série de 
seconde espèce 


RS 12. .(@n— 3} 
ou ti Val Fig at. Te 9. Fed +R]: 


Dans ce cas, la résolution approchée de l'équation R, —0 présente 
des difficultés que nous n'avons pu surmonter que par une analyse 
assez délicate. 

Enfin nous étudions un cas intéressant, donné par M. Schlômilch 
en 1861; il s'agit d’une série de seconde espèce qui peut servir au calcul 
de la fonction 











PO=Y à ‘ 


Le] 


et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchée de |’ équation 
transcendante R, — 0, 


« 
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ÉTUDE DU LOGARITHME INTÉGRAL. 


1. Le logarithme intégral fournit un exemple très simple d'une 
serie de seconde espèce que nous allons discuter avec soin. 
Nous partons de la définition 
, 


li (a) seofies 
0 


mais, dans le cas a > 1 que nous avons en vue, cette définition a be- 
soin d’être précisée de la manière suivante 


1— 
“és hi Jef ee u ca Î log FR 
0 1+e 
En remplaçant l’argument à par e“* et en posant ensuite u—eati-—v) 


il vient 


D ien=e( [7 — à a+ [ dv) 
0 








Nous désignons ici, comme toujours dans la suite, par £ une quan- 
tité positive et infiniment petite. 
En employant maintenant l'identité 


Re # .2 — 1 A 
sel Ho+uw + .. Hour ns ete 


on a évidemment 








l—E€ œ 
Î vee—arao+ dd ererah éereË 
0 1+e 
et il vient 
É 1 n — 1 
@) .. lee titi. pen LR 
1—e pnp—av n p—av 
Ru= | + ao+ [ —— dv 
0 1+6e 
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Comme on voit, R, est ce que Cauchy a appelé la valeur principale 


2" E— av 
de ‘à Le Fan dv, et nous retrouverons dans la suite constamment 
0 
cette forme du terme complémentaire des séries de seconde espèce. 
Cette forme même de R, montre bien que R, va toujours en diminuant 
lorsque n augmente. . 
Nous devons nous occuper maintenant de la résolution approchée de 


l'équation R, — 0. Pour cela nous posons a=n<+1, 
1 —v\n co v\n 
ET e-rav+ | ——— e"1" dv, 
1—0 
0 1+e 


*.: se 20 


et nous développons maintenant R, en série semi-convergente suivant 
les puissances descendantes de ». Comme on suppose que 7 a une va- 
leur finie, la supposition a — n + n indique évidemment que nous 
considérons le reste d’un terme T, dans le voisinage du plus petit 
terme. 

Nous aurons à appliquer maintenant les méthodes données par 
Laplace dans la Théorie analytique des probabilités pour l'évaluation 
d’intégrales qui renferment des fonctions élevées à une très haute puis- 
sance. 


2. Comme il s’agit simplement d’un développement suivant les puis- 
sances descendantes de », nous pouvons négliger des quantités qui, 
par rapport à celles que l’on conserve, décroissent plus rapidement 
qu'aucune puissance négative de n. C’est pour cette raison que nous 
pouvons considérer, au lieu de R,, l'expression 

les (us tr per 
n° ALMA ENT 
Î PES dv + L re: av, 
a 1+5 
h et k étant des quantités positives finies, d’ailleurs arbitraires; car 
nous verrons bientôt que les parties négligées ainsi 
1—h Ÿ Ag n co P pad n 
Î We, RE LE mg 
1—v 1—0 
0 1+% 


ne jouent aucun rôle dans le développement que nous avons en vue. 


TE, 
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Considérons maintenant l’intégrale 


rl—e (ye—?)" 

À 2 Een e-1"dv. 
1—0 

1—h 


La fonction ve-—* devient maximum pour »—1, et nous posons 
name re 1—v0—=t, 
(—thet=e-*, 


Pour des valeurs suffisamment petites de x, on peut développer t 
suivant les puissances croissantes de x 


t=ax+ax +a; + .., 


et le premier terme est évidemment V2zx On pourrait exprimer 
A, 4, ... d'une manière indépendante à l’aide de la série de Lagrange; 
mais, comme il s’agit ici simplement de calculer quelques uns des pre- 
miers coefficients, une relation récurrente semble bien préférable, 


dt | x ; , 
On trouve lix —22(1—t), et, différentiant n fois, puis posant 


æ=0,t=0, il vient 


NA On +(n—1)@4an-1+(n—2)a;an-2 +...Llana —=—2an-: 
(n Z 2). 


En partant de a, — V2, on en déduit a,, as, ... et 
t= 1—v=V2rz-ge + LV2m + it, 
—du=(V2-$r+i1V2x +8 x)dx, 
a MICTE TSI ES Va...) 
En observant encore que 
ee te en VB PE GB pm 228 +] 


il vient 





…. + 
PE 'e-nraoe-e f'e-npitarata a+. Je, 
Fe V3 
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A, As, A3, -.., étant des polynômes en 7. La limite supérieure L de 
l’intégrale au second membre dépend de la valeur de la quantité po- 
sitive k. Nous choisissons maintenant k de manière que la série 
1+A,x+ A, +... reste convergente dans tout l'intervalle d'inté- 
gration. De cette manière, h a une valeur positive finie tout à fait in- 
dépendante de n. En y regardant de plus près, on voit même que k est 
une simple constante numérique, indépendante de 7 aussi; car le rayon 


de convergence de la série e‘—1+V2zx+... ne dépend pas de ». 


: 1+h(pé5 nn : 
8. En traitant l'intégrale Le e—*dv d’une manière ana- 


1+e 





logue, nous posons 
Dr 0e v—1—=t, 
GET Ed uit 
et nous obtenons d’abord | 
t— à, x — ao a + 432 —..., 
di, do, ds, -.. ayant les mêmes valeurs que précédemment. En achevant 
le calcul comme tout à l’heure, il vient 





(5) [TS . _ DT be bre freten — À,x+A,x —A,n+...] e, 
1+e eV/4 

A;,, A2, ... ayant la même signification que dans la formule (4). La 

quantité 4 peut être choisie de manière que dans le second membre la 

limite supérieure de l'intégration est de nouveau L. 

En réunissant les deux intégrales (4) et (5), on voit se détruire les 
parties qui deviennent infinies pour £ — 0. Après cela, on peut prendre 
e —0, et il vient 
Ve. LE” ed v + [Tera 
1h 1+e 


| =2e-s f'e-n[a tata. Jde 


0 





(6) 


Le) 
On sait que l'intégrale Î e-"*axk dx converge vers zéro pour n— 00 
L 
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plus rapidement qu'aucune puissance négative de »#. La valeur appro- 
chée du second membre est donc 


Lt EPA A. dt V£ 


ou 


Il est facile de voir maïntenant que les parties que nous avons négli- 
gées, 





1—h —V\n œo "A 

ed TER Cl hi ) e-1° dv, 

1—v 1— 
1+k4 
n’ont, en effet, aucune influence sur le développement de R, suivant 
les puissances descendantes de n. En effet, dans la première intégrale, 
la plus grande valeur de ve -? est égale à Oe-1, @ étant une fraction 
positive, inférieure à l’unité. On en conclut 
1—-h —v n ‘1 1 


1—#% 
0 h h 


et la fraction 6" décroît plus rapidement qu'aucune puissance négative 
de n. Quant à la deuxième intégrale, en posant v — 1 + w, on voit 
qu’elle est inférieure en valeur absolue à 

es 


k 





['a+une-nve-muan 


k 
Soit r la quantité positive supérieure à l'unité, qui satisfait à la re- 


lation 
k 
1+Hk—=e"; 


alors on a évidemment 
u 
1+u<e' pour u>k 
et, par conséquent, 


em 


k 





co _ N — ES 
[ A+urermme-nt que f PR D TR 
à 
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Le facteur qui multiplie e-« décroît encore plus rapidement que 
toute puissance négative de »#, et, ainsi, l'équation (6) fournit le déve- 
loppement cherché 


ie Re ME de 
Rn = € Vrlatsas+ssa 


n°? 


+.) 


1 


_0V8st lille LE es 2 
[Rue er V—ETTRS a n 


5 1 


25 


LE se a 25 \1 | 
+(% 27 T791 — 21 + as + 508) ER 


On en conclut que la valeur de », qui donne R, — 0, est susceptible 
d’un développement 


. Bi 4 Po 
dont on détermine les coefficients en substituant dans l’expression pré: 
cédente et en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de 
1 : : ; 
a Nous avons posé a — n +7, et la racine de l'équation R, — 0 est 


donc égale à 


@) . . .... a=ntn+hshs.. 
b=++; 
B=+ 
B=— pee 


d’où l’on déduit encore 


8 16 


1 
9 . . ‘ > ° — + css no CN UE 
(8) NA —S — a | 266160 





4. Pour juger de l’approximation avec laquelle nous avons résolu 
ainsi l’équation R,—0, nous mettons en regard l’une de l'autre la 
valeur approchée donnée par la formule (8) pour n — 1, 2 avec la 


4! 
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valeur exacte de a, calculée à l’aide du développement 





: a a? a 
LEP=6 Fleet ta gts sg +: 


ñn. Valeur exacte. Valeur approximative. Erreur. 
D 1,3472 1,3459 0,0013 
Brcsresvristis 2,34155 2,34141 0,00014 


On voit que l'approximation obtenue est beaucoup plus grande que 
cela n'était nécessaire. | 

En nommant toujours N la valeur approchée de la racine de R,—0, 
nous résumons ainsi le résultat obtenu : 








* LIT 1 
een + +. + BU LR) 
1 8 16 
NAS — 105 Ÿ 26515 
ne 27 
Ordre d'approximation............. e VÈ= 


Nous avons ajouté comme ordre d’approximation une valeur appro- 
chée du premier terme qui donnerait une valeur trop grande. C’est 
donc en même temps la limite de l’approximation que peut donner la 
série semi-convergente, dans le cas où l’on n’a pas recours au calcul 
approché de R,. En multipliant par e“, on voit qu’on obtient li (et) 


DE 
avec une erreur de l’ordre VE 


Soit, par exemple, 
e% — 110000000000, 
a — 23,025851 ..., 
N — 22,692. 


On doit donc prendre vingt-deux termes de la série et ajouter encore 
le terme suivant multiplié par 1— 0,692, d’après le procédé que nous 
avons indiqué dans l’Introduction. On trouve ainsi 


li (10000000000) — 455055614,2227 + 0,5246 1 — 455055614,585. 


En prenant 
n = 93, n = 0,02585 .….…, 
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on obtiendra une exactitude un peu plus grande en calculant Rx par 
la formule (7); nous obtenons ainsi la valeur exacte 


li (10000000000) — 455055614,5866. 


Remarquons que l'emploi de la série semi-convergente présente ici 
un avantage réel sur l’emploi de la série convergente 


a? 


a u? 
Ctlea+t ts gta gt... 








car, en calculant vingt-trois termes de cette série, on est seulement arrivé 
au plus grand terme et il faudrait pousser beaucoup plus loin le calcul 
pour obtenir l’approximation donnée par la série semi-convergente. 


5. La méthode qui nous a permis de résoudre par approximation 
l'équation transcendante R, — 0 nous sera encore très utile dans la 
suite; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel 
on peut donner une autre forme très simple au terme complémen- 
taire R,. Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre méthode 
pour calculer les coefficients du développement 


a=n+ + À +... 


On a, en supposant 0<b<a, 


li (es) = ti (et) + [” “au, 
"b 





et une intégration par parties donne (0j 
eo. L 9 (nue bl 
iles) — gli L © 
i(ee)=es( + + pin in) 
Ë a “É °a e“ 
(10): . R=ta Rss 7 ns du 


an Étant une constante qu'il faut encore déterminer, Mais il est évident 
que a, n'est autre chose que la valeur de a qui annule R,, et que nous 
savons calculer avec une grande approximation par la formule (8) 


1 8 184 
g : . . . + ‘ pes mm —— Gb 
(n) ANS En — aise T° 
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La relation 


Rh —1— Th + Ry 
revient maintenant à 


d'où, pour a =4», 
En posant uw — n + v, il vient, après une légère réduction, 


mov © : ep 
era) 4: (1. teste her 


q 





en écrivant 


P—=An —n—=h 4h hs. 


(18) . . 
—1+ À AA AÉSESReER 


Q—=üAn-1—N —= Po 


En développant maintenant les deux membres de (12) suivant les 
puissances descendantes de n, on obtient d'abord 





ET pol sf lou | à L È "LS s)- 
fe ep tons EE + ét alert 6! Cast host 
n 
puis 


p—q+ sg) +. its +. 


n 


En substituant pour p et q leurs valeurs (13), on obtient d’abord, 


par identification du coefficient de Z dans les deux membres, 
4 Cho — (Bo — 1Ÿ1= 48 Où B= +4. 


. LL 1 LL 
La comparaison des coefficients de ,, . permet ensuite de 


me PAR 
calculer sans ambiguïté par des équations linéaires les coefficients £,, 
Il 2 


18 RECIIERCHES SUR QUELQUES SÉRIES SEMI-CONVERGENTES. 


Bo, ... Nous avons retrouvé de cette manière les valeurs déjà données 


de B, et Bo: 


6. La considération de la fonction li (a), pour une valeur de l’ar- 
gument inférieure à l’unité, conduit à une série de première espèce. 


On a 
see fan far 


et l’on obtient, par une intégration par parties ou par le développe: 
t | et 
ment de 5» 


. 1 1 7: 1.92..:.n— D 
Do sp ee lr li 





D og Her . v'2" RER. 
* {trees . . ... 


EL ni HET 


Cette série ne donne lieu à aucune remarque particulière; en posant 
a—=n—+17, on peut développer R, suivant les puissances descendantes 
de n, à l’aide des méthodes de Laplace que nous avons déjà appliquées 
dans le cas de li (e“); on trouve 


2x![1 È l Ly1 
ho —iQ EEE A Li DSP PLUS CC OIEPS | Eure ; 92 -: 
ee V= + 41 41 


(15) . 
oi 1 13 

Men Po CPR AT LE #7 Éi FE 

ire 21 T9 #29 ge) 


L 


Ce développement présente la plus grande analogie avec la formule 


2 : 
(7); dans les deux cas, e—* V£= est la valeur asymptotique du terme 


T,; mais ici R, ne s’évanouit pas pour une valeur finie de », et le pre- 
mier terme 4 de la série se retrouve généralement dans le cas d’une 
série de première espèce. 

On déduirait sans peine de cette expression de R, la solution appro- 





ant +. ou N=a— ——... 
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2 sin au ucosau | 
ÉTUDE DES INTÉGRALES L du J 


1+% Eu ° 


7. Considérons l'intégrale re du. Au lieu d'intégrer le long de 


l'axe des X, de O vers A (Fig. 1), on pourra effectuer l'intégration en 
suivant le chemin OBCA, en ayant soin d'éviter le point à en le laissant 





Fig. 1. 
Y 
B C 
+i) 
[o) #“ ZX 











à gauche, ce qu'on pourra faire en décrivant autour de ce point un 
demi-cercle dont nous supposons le rayon & infiniment petit. Cette 
partie de l'intégrale s’evalue à 





e du __e—s NE. RO 
Fer Et Free NS 


Les intégrales le long de BC et CA tendent évidemment vers zéro 
lorsque A et B s’éloignent indéfiniment, en sorte qu’on obtient 





0 eéwidu::: A—e je-avdyr Die- dr 
*' MG auf —4a Rare ne le Se cx à “She E 
[ 1H du l— 1° Î Lio -: 
0 1+e 
donc 
? ain au du 1—s Che étape 
10h —— © = h - —— 
(16) f | + uw? + | 1—2 
0 1+e 


On trouve d'une manière semblable, ou en prenant la dérivée de (16) 
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par rapport à 4, 





fes = ve—4Vvadv [= 








sp 1 + uw? 1 — 1? 1 — 1 
l1+e 
En employant dans le second membre de ces formules l'identité 
1 2 An —2 Cr 
Depp VE ee, FETES 
il vient 
® sin au 1 .(2n — 2) 
(18) | Es. + a. sq Le CL, +R, 
l—e my2rne—av © p2ne—av 
RE) Nes mi) THRNONe 
0 1+e 
"2? U COS AU 1 re 1.2...(2n—1) 
(19) does du="; AR me + Ru, 


"0 








1 — 1? 
0 1+ 


Nous devons maintenant obtenir d’abord le développement du terme 
complémentaire suivant les puissances descendantes de 1. 


1—e y2n+le—-av opin+lpe-av 
R= | ao+ | dv. 


8. Pour embrasser en même temps les deux cas, nous posons 


ee "PTE 
0 


Rs bu 
1+e 





eta—=m+nr. 

La méthode à suivre ne se distingue en rien de celle que nous avons 
déjà développée à l’occasion du logarithme intégral, et il suffira donc 
d'indiquer brièvement les calculs. 

Dans la première intégrale 

re PE en dv, 
0 


nous posons 


veTtæmer ire, 1—0=Vart+.….. 
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et l’on obtient 


1 — 


[Re vante fem + at +... 
0 


eV} 
A,, ÀA,,... étant des polynômes en 7. 
Dans la seconde intégrale 
ia SE 67" d®, 


1 — 0? 
1+e 





nous posons 
nee" !ls?, 2—1=V9x +... 
et l’on obtient 


1— 1° 
1+e sV'4 


Le développement de $, se trouve maintenant à l’aide de 


Smet f em (A, HA, +A;x+...)dx, 
0 


Lo] —v\m 
Î <a 2 e-Mdv=—re ef eme (l— Az + AT — 


21 


JT 


Bet Vla+s A+ rte.) 


l SO 17-71 
+ 


7. 
is D — LTÉE Lire M ER MORT PER PORN) SE 
"TS Vb+s+(e 1767 135) m 


EN PNR A ee 
+ (7 87 Ti87 To + 2867 


On en conclut S, — 0 pour 7 = f, + + _ ou 


199 6409 


OU Re UE) am 5 son — 408240 m° ‘ 





9. Dans le cas de l'intégrale 


e sinau 
Î Tru dw 
0 





12096 


323 \ 1 
m2 | 
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la résolution approchée de R, =0 est donc donnée par les développe- 





ments 
nd pe M 
GB. : - * GRR ST ERS 
1 L 199 
L ; : ® sinau 
Pour n = 1, on aurait, d’après (22), la racine de I sa Las — 


approximativement égale à 1,86012. Pour calculer la valeur exacte, 


x 1 
nous observons qu’on déduit de la formule (16), en remplaçant 1.9 
OR | 1 1 
PR gi 5214 
[du ge-cli(es) — 4ecli(e-), 


0 
en sorte que l'équation à résoudre par approximation est 


Il 


PES = pe" (c+iea+ À FE atsat. ) 


a? 


l a 
ET (S + 108 a —Ÿ 173.4 — rt.) 


On trouve a — 1,85986 et l'erreur de notre formule approchée dans ce 
cas extrême 0,00026. 








10. En remplaçant, dans la formule (21), m par 2n + 1, on trouve 
que, dans le cas de l'intégrale 


es à 
’e Le 
la résolution nie de R, —0 est donnée par les formules 


199 6409 
a=2n +? 6 T3240@n+1) 408240 (2 n + 1)?” 








(24) 


2B) 2 
(25) "29718, Me 


Ces formules donnent une approximation largement suffisante; en 


# 
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prenant n —=0 dans (24), on aurait 0,87905 comme valeur approchée 
de la racine de l’équation transcendante 


® y COS AU . | 
Î ane he ir (Te 


La valeur exacte est 0,87964. 


DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE SEMI-CONVERGENTE DE log l'(ai). 


11. Avant d'aborder le développement de log F (ai), nous croyons 
utile de résumer ici le résultat auquel on est arrivé par l'étude du dé- 
veloppement de log l'(a), en renvoyant d’ailleurs pour les démonstra- 
tions au travail de M. Bourguet. 

Le premier travail rigoureux sur ce sujet, qui est dû à Cauchy, a son 
point de départ dans cette formule à laquelle Binet était déjà arrivé, 


à 1 Le 


(26) log F{a)={a— 4)loga— a+ 4 log 22 f (5 + : du. 
“0 





Pour obtenir le terme complémentaire sous forme finie, il est plus 
avantageux de partir de l'expression 


(27) logr'(a)—(a— 4) loga—a+ 4log27 + Je Re. log ê _—_ 


et l’on trouve 





B, B> l B n 











nr Li Le 8.46 7 EE gn 1. Qnasm=i F Ra: 
11% °427* 1 
RE [pus (Terra) de 
0 


M. Bourguet trouve que l'indice du plus petit terme est le premier 


À À 1 1 j 
nombre entier supérieur à x a + + 35xa? © il donne comme racine 





approchée de R; — R; 1 —=0 {’ expression 


3 
na + ges 
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On conclut de ce qui précède que le reste du plus petit terme est, à 
fort peu près, égal à la moitié de ce terme. En posant xa=n+n, on 
peut développer R, suivant les puissances descendantes de n. Comme 
nous aurons à exposer plus loin un calcul analogue dans le cas du terme 
complémentaire d'une série de seconde espèce, nous nous bornerons 
à donner ici le résultat suivant 

. ss 
Tien & + EE Aë = rh 
1 17 1 61 | 1 
+ shoes CR EE Rose ER 
+ (à "UBT  ! + go) +.) 
On peut en déduire encore sans difficulté la résolution approchée de 


: dR 
l'équation -55-—0; nous trouvons 


AUS. 
96 za 


13 


1 1 
PORT EE ou ns 6 à 


12. Nous allons nous occuper maintenant du développement de 
log l'(ai. Observons d’abord que, d’après la définition de la fonction 
l' adoptée par Gauss, on a 


ailogn 
l'(ai)= Lim — ; 


ai(l +aÿ{1 + _ [1 +) 


En se rappelant la loi de multiplication de deux nombres complexes, 








(n = 00 ). 


on en conclut qu’en posant 


Pie NS, PORT. 


on aura 





R= 1: eu + (2974 À). 


c’est-à-dire 


ÉD"... +R he 


a(ezxa — p—7 a) 








et puis 


(832) O—=Lim {alogn F 9 — arc tang a — arc tang à —...— arc tang ” 


(n = ©). 
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Il faut prendre le signe supérieur ou inférieur selon que a est positif 


- . . 0 TT 
ou négatif, et les arcs doivent être pris entre les limites + 9° Dans la 


suite nous supposerons toujours que a est positif. 
Comme l'on a 
log l'(ai) = log R + O1, 
on voit que nous aurons à nous occuper seulement du développement 
de la partie imaginaire @. On pourrait, dans cette recherche, partir de 
l'expression (32), mais il est beaucoup plus simple, comme nous le 
verrons, de se servir de la formule de Binet 


1 1 KART AN 


log L'(a)= (a — #)loga— a +3 lo82r+ ff + ——— du. 


u 


13. En établissant cette formule, on a en vue ordinairement seule- 
ment les valeurs réelles de a. On voit cependant facilement que rien 
n’empêche d'attribuer à a une valeur imaginaire quelconque, à la con- 
dition toutefois que la partie réelle de à soit positive. Les logarithmes 
qui entrent dans la formule ont une détermination unique par la con- 
dition même que la variable ne doit jamais franchir l’axe des y. 

Cependant, comme nous voulons changer a en ai, quantité dont la 
partie réelle est nulle, il est nécessaire de justifier cette opération. 

Évidemment, cette application de la formule de Binet sera justifiée 
si nous faisons voir : 

1° Que l'intégrale 








a un sens; 
2 Que cette intégrale est la limite vers laquelle tend 


Le) 1 1 1\e—-bu—-aui 
f Du é ee au 
0 
lorsque la quantité positive b décroît indéfiniment. 
Le premier point est à peu près évident, car la fonction 


1 1 A) À 4 2 
Gi uts)r=Lapare 


1 
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qui entre dans les intégrales 
e 1 825 . l 1 1\sin au 
fr “1 x +5 es Î NI Tale 
0 0 
est positive et décroissante; elle devient infiniment petite pour u = «. 
Le second point à établir revient à montrer que les intégrales 








his ñ p (u) — p—bu 
M=| STE —e ) cos au du, 


N=f Cao — 67?) sin au du, 
U 
0 


où nous avons posé 
1 
4. 





p (u) = 
convergent vers zéro en même temps que b. 


u 
Nous remarquons que les fonctions y (u) et 7° ) ont toujours finies, 


et décomposons M en trois parties 


ri 
M, = PO eu) cos au du, 


Fr 
V 
M = | PO —e-v0) cos au du, 
1 
M; =f" 2e 0 — 6e?) cos au du. 


On a évidemment 
1 
IMI<a—e-nf Peau, 
0 


donc 
lim M, —0 pour b—0. 
Ensuite 
1 à 


Vs 
| M, | </ (2 — 6e?) du (1 UE an, 
1 


| M, | <a—e-Vhp@e V3, | 


RECHERCHES SUR QUELQUES SÉRIES SEMI-CONVERGENTES. 27 


£ désignant une valeur entre 1 et Vs On en conclut 


lim M, = 0. 


Quant à M,, en appliquant le second théorème de la moyenne, 
b n b 
['rav@as=rtf vodr+ 1] vtde, 
a a n 


où la fonction f(x) doit varier toujours dans le même sens, 


M; = (1 — eV fe Hi 0 cos au du. 


W 


Mais l'intégrale [” his cos au du ayant un sens, les deux intégrales 
qui figurent au ue membre convergent vers zéro et lim M, = 0. 
On conclut de tout ce qui précède lim M = 0, et la même démonstra- 
tion s'applique à l'intégrale N; donc aussi lim N — 0. 
D'après cela, il est permis de changer a en ai dans la formule de 
Binet, et nous obtenons ainsi 


p(u) 


(33) . gR=}log2a—ploga—jrat | à cos au du, 
0 


(ne) “à : . 6=alga—a— | PU) sin au du. 


0 


14. Nous avons à transformer d’abord les intégrales qui figurent 
dans les second membres. Soit 


v=f" Peau, 


: Et 2u , 
en substituant > HE dns rs au lieu de (uw), nous trouvons 
1 


2etuiqu D, 1 f” e2anaui 
Lin ju TT D ETS 1+ Me 


1 
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Nous avons vu déjà (n° 7) qu'il est permis de remplacer, dans l’inté- 


'E e2rnaui d 

DE MERE ds id : À” 
1 Lu ; 
j + 


l'intégration le long de l'axe des x, par une intégration le long de 
l'axe des y, en évitant par un petit demi-cercle de rayon & le point :. 


grale 


On obtient ainsi 


ERA er ( 1—-ee—-2xnav dy D p—2nnav _ 
2 ° Lu l 1 — 1° + 1— 1° 














0 1+e 

et, par conséquent, 

1 1 
NET a ER de 

ME rie dt 1 T's 0 1 
+i(f 1208 1—5-iver ne à Dee 
0 1+e 

donc 
Rat SE : 
(35) . ui y Sau du log, 





0 
Le) l1—Ee 
| LATE au au= + f UE : 
U 4 ET tas 
0 


(36) 


En portant la valeur (35) dans la formule (33), on retombe sur la 
valeur finie de R déjà donnée [formule (31)]. 


15. En employant dans le second membre de la formule (36) l’iden- 
tité 
Re Lon-2L v 
1— 0° . 1— 1°? 


on trouve, en ayant égard à la formule 





É re 1 Be 
37 MT 2k—2 — 
ii, x J Vo, REp—ertar Pa 1)24481 
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(qu’on obtient en développant en série le logarithme), 

















sé p (u) ‘ D. B> = 
(38) / , node ds TN Danarn 1 +R 
0 
À 1—ey2rdy + ring 1 
R=, | 1— à 18 ; __p-2nav =} — 8] pr née . 
° 4, 


C'est la série semi-convergente que nous avions en vue; le terme 
complémentaire se présente sous la forme de la valeur principale de 





2 f v2rdv 1 


1 — e—2nav 


Il est intéressant de rapprocher de cette formule la forme du terme 
complémentaire dans le cas de la série de Stirling [formule (28)]. 

La série étant de seconde espèce, il nous reste à déterminer approxi- 
mativement la racine de l’équation R;,—0. Pour cela, nous dévelop- 
pons d’abord R, suivant les puissances descendantes de n. 


16. Le premier terme du développement de log Ve étant 


—97rav 


e-?2xav, nous considérons d’abord au lieu de R, 


1—e y2ne—-27av æ ee 
aS= | do+ | — dv 
0 


1 — 7» — 1 
1+e 








ou, en posant xa—n +1, 


l—Ee —v\2n —v\2n 
aSn= | LE dot [| Le ç- 2nv dv. 


0 Es 
Le développement de $, n’est plus à trouver, nous pouvons l'écrire 
aussitôt d'après le résultat que nous avons obtenu dans le n° 8. En con- 
servant seulement le terme principal, il vient 


5 
Se (n +55) 1 Ke 


Nous avons à évaluer maintenant l’erreur qu’on commet en prenant 
Sn au lieu de R,. Pour cela, nous développons en série le logarithme: 
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le + 1ème terme donne lieu à cette partie de R, 


1 D y2n e—2xa(k+l)v 
a(k + 1) + 1% 





En développant 


1 y2nk 


ant du BA M ER US ce 





on trouve 
1 T'(2n+1) r(2n+3) 
a (k + 1) A2r+1 + An +3 h:- 


l'2nk+2n—1) 0 y2nk+1) g—Av 
+ Ank+2n—1 + V. D. | UNIT DAV TMS dv , 


0 








en écrivant, pour abréger, 
2x a(k+1)= A. 


Les termes diminuent d’abord et l'intégrale est de l'ordre du der- 


nier terme. C'est ce qui résulte, en effet, de la discussion que nous 


Ê : ‘ ‘°sinau 
avons faite de la série semi-convergente pour | 1H du (n° 8) La 
0 





quantité à évaluer est donc positive, mais n’atteindra pas nk fois le 
premier terme ou 
nk T(2n+1) 
n(k+1)  A2*+1 





En remplaçant l'(2n +1) par sa valeur asymptotique 
2 / D n\8 
av Cf 


on trouve, à cause de xa = n +7, 





nk sal n  12* 
an (k+1}"+2 za tn) 


à Ë n 2n 
ou , si nous remplaçons za par n, (+) par e7°1, 





n k 11 n 1 
OR 2 nié LEE ma" 
rom element le 
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La somme des termes négligés ne surpasse donc pas 





ù à 1 1 1 \ 
tas | X n Gr + 3m + +...) 


5 & 
SR FT Pre OE 


T étant une fonction qui converge vers 1 pour n—«. 


ou 


On voit que le facteur qui multiplie e-2xa VS décroît plus rapide- 


ment qu'aucune puissance négative de »; d’où l’on conclut que, pour 
développer R,, suivant les puissances décroissantes de n, on doit s’en 
tenir à $,, les parties négligées n'ayant aucune influence sur ce déve- 
loppement. A l’aide du n°8, nous obtenons maintenant 


+ 1 1 1 1 11\1 
mes —27ra ——— —. —— MUR AS et ends rl mer 
_— sal) + (9 n 12 ? 50) à a: 


(39) 
l 328 \ 1 
+ m7 dr 5? ve x" +7 1 + rs) 


n° 


On en conclut la solution approchée de l’ dc Rx = 0 par l'une 
ou l’autre des formules 





| 1 199 6409 

(40). . . sa=n—> 12960 n — 3265920 n° Ÿ 
1 199 

RAR se jui 248 PRNET fs en 


La série étant composée des mêmes termes que ceux de la série de 
Stirling, l'indice du plus petit terme sera encore, d'après M. Bourguet, 


le premier nombre entier supérieur à x a + + + _———. On voit donc 


que le changement de signe de R, s'opère ee le voisinage du plus 
petit terme, comme cela arrivait aussi dans les autres séries de seconde 
espèce que nous avons étudiées 


17. Pour avoir une idée de l’approximation avec laquelle nous avons 
résolu l'équation R,—0, nous avons pris n —3 dans la formule (40), 


nn 
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ce qui fournit cette valeur approchée de a, qui est un peu inférieure à 
l'unité a—0,9300. (En prenant n —1, 2, on serait conduit évidem- 
ment à des valeurs de a beaucoup trop petites pour songer à appliquer 
la série semi convergente.) Pour résoudre l’équation R; = 0 rigoureu- 
sement, il nous faut un moyen de calculer © avec exactitude. Pour 
cela, nous remarquons que la série bien connue 


log (x) = — log x — € x + 4 So 2° — E Sa 2° + ES, 2 —... 


donne, en remplaçant x par ai, 
TT 
9=—— — Ca+EkS;a—1}$S;ai+x4S,; a... 
Pour augmenter la convergence, nous écrirons 


O = — 4 — are tang a + (1 — © a 


+ (83 — Da — 4 (8; — 1 a + + (8 — Da — 


L'équation à résoudre étant 


nm, he, 1e 1 
4 12a 360 1260 aÿ* 





O = a log a — à — 


nous trouvons que la racine est comprise entre 0,9276 et 0,9277. L'ap- 

proximation est très suffisante; même pour 4 = 1, la formule (41) donne 

la racine de R, —0 par rapport à n, avec une erreur inférieure à 0,01. 
Nous résumons ici le résultat que nous avons obtenu : 


! l'(ai—=Ref!, 








su = ie, 








= a log a — 22 + Br R 
(42) (© SET 4, 1:90: Sad 00/2 nement al 7 
199 
NERO TS 
e—2ra 
Ordre d’approximation ..... AT 
\ pproximatio re 


Pour a—1, N — 3,22; en appliquant le procédé indiqué dans l'in- 
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troduction , il vient 

O = — 1,872303 — 0,000595 1. 
On obtient deux limites en prenant 1=—0, 1—1; la valeur 1 — 0,22 
donne une valeur plus approchée 


— 1,872434. 
La valeur exacte est 


O = — 1,87243 66472 6248 ..., 
O = — 107°.16/.57/’,782. 


18. Supposons que la variable 2 décrive la partie positive de l’axe 
imaginaire, alors nous pouvons indiquer Sur se comporte la fonc- 
= 


— O:i 


1 1 
tion holomorphe TG) En effet, ayant » p ©t —Osont 


r Fa î) — 
les coordonnées polaires du point qui PE us; et nous voyons 


que ce point décrit une spirale, le rayon vecteur se mouvant dans le 
sens négatif et croissant rapidement. L’angle de la courbe et du rayon 


| 9 : 
vecteur , dont la tangente est à peu près égale à — log a, tend vers 90°. 


Nous avons dressé la petite Table suivante pour faire connaître la 
forme de la courbe dans le voisinage de l’origine: 


a — 0 2 a — 0 - 
o / o / 
55 90. 0,0 O0 CT PRES 82.34,3 13,056 
“4 96.26,1 0,207 22: 78.51,1 18,747 
ne. 101.52,1 0,453  PUUREE 64. 7,6 26,808 
nn 105.37,6 0,784 Loi. : 53.28,4 38,202 
nn 107.25,9 1,250 S9int.. 41.57,7 54,277 
À: 107.17,0 1,917 Bis sd 29.38,8 76,919 
cu 105.19,0 2,877 + gere 16.35,0 108,765 
PR pont 101.423 4,256 FU 248,9 153,493 
LS 96.37,0 6,230 1,5. UNS 28 — 11.37,0 216,241 
7 1 90.11,7 9,047 sh. — 26.40,7 304,170 
| + : MEN 82.34,3 13,056 RITES — 42.20,2 427,271 


L'angle — 9 commence à croître de 90° jusqu’à un certain maximum, 
dont voici la détermination 


a = 0,88382, — O0 = 107°.86’.1”, — =:1,5008. 
II 3 
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Après avoir dépassé ce maximum, l'angle — @ décroît constam- 
ment. 


19. D'après ce qui précède, il est permis de changer a en ai dans 
la série de Stirling ; en arrêtant la série à son plus petit terme, l’erreur 
est du même ordre que ce terme. L’examen des conditions sous les- 
quelles on peut se servir de cette série pour des valeurs imaginaires 
quelconques de la variable se présente naturellement, mais nous ne 
l’aborderons pas. Nous rappelons seulement que, dans le Tome 56 du 
Journal de Crelle, M. Lipschitz est arrivé au résultat suivant 


B B, 
log (2) —+# log 2 x +(2— 4)logz-—2 Tite EEE RIT 





me ; Pt By +1 e+e'i 
A0 Te = GnLDen+ gti? 


e et &’ restant compris dans les limites + 1. On suppose de plus que la 





partie réelle de 2, a est positive. 

Comme on le voit, cette limitation de R, devient complètement illu- 
soire lorsqu'on fait tendre a vers zéro; mais M. Lipschitz n'avait pas à 
s'occuper du cas a—0, et la limitation du reste auquel il s’est arrêté 
suffisait pleinement pour le but qu'il s'était proposé, qui était tout 
autre que celui de vouloir déterminer avec exactitude quels services 
cette série pourrait rendre pour l'évaluation de log T'(2). 


ÉTUDE DES INTÉGRALES DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 


20. Nous rassemblons ici quelques-unes des formes principales sous 
lesquelles on est arrivé à présenter les intégrales de cette équation dif- 
férentielle. On trouve d’abord cette intégrale, qui est holomorphe dans 
tout le plan, 





a? at af 
D ss 5 J@O=1--S5+% 5 — muet: 
ou 
1 fjtlcosau du 
(44) JQ)=— 


VI 


— 1 
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Une autre intégrale est de la forme 


J (a) log (a) +R (a), 


R (a) étant holomorphe dans tout le plan, et, intégrant l’équation dif- 
férentielle par des séries, on trouve cette seconde intégrale 


a? a“ a? a“ aÿ 
(1% + pepe + a 0 + Dh mO ++ D 


En désignant par w(x) la dérivée de log l'(x), l'intégrale générale 
est donc 





2 d a?” 
Aù ie 2 ,42,,,(2n) 














nn... 
a?" 
BYE nl vu + 0 +0]; 
mais la seconde intégrale dont nous nous occuperons est celle-ci 
COS au 
Rs 9% ur 
ES _. . V1" 


Cette définition n'a un sens que lorsque a est réel. Pour opérer la 
continuation de cette fonction pour des valeurs imaginaires de l’argu- 
ment, nous considérons, en supposant a réel et positif, l'intégrale 


aui 
= du. On peut remplacer le chemin d'intégration OABC (Fig. 2). 
U° — 
Fig. 2. 
Y 
41 
0! AB ü x 








par une intégration suivant la partie positive de l'axe des y, transfor- 
mation analogue à celle dont nous nous sommes servi dans le n° 7. 
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En supposant Vu? — 1 — + i à l’origine, on obtient 














e—av d 1 1 eh du + etui a 
v= — u 
L Vito V1— hu Ve kor à 
et la comparaison des parties réelles et imaginaires conduit à ces for- 
mules 
pe re 2 fl sinau 
47 . . . K a) —= =f 2 y —— © pee) v 4 3 y —— ©? du, 
ss jé . V1 tu À V1 —% 
(48) jo) = En 
HS de CRE =— | D" 


La relation (47) permet de continuer la fonction K (a) dans toute la 
moitié du plan où la partie réelle de la variable est positive. On vérifie 
aussi directement que les intégrales 


eau 1 sinau 


——— à 
liées Ji è 





satisfont l’une et l’autre à l’équation différentielle 


1 dz 
a da 


hotes 


et que, par conséquent, K (a) est bien une intégrale de l’équation dif- 
férentielle proposée. 
En supposant toujours a réel et positif, nous tirons de l équation (47) 


e—aui 2 rl sinaui 


__2 f' sinaui 
(49) (ai) 2 AE du—— Vi 


du. 


Pour simplifier, nous remarquons que l’on peut, dans l'intégrale 
etut 


Vitu 


On obtient ainsi 


— du, remplacer le chemin d'intégration OA par OBCD (Fig. 3). 
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En changeant i en — à et substituant dans (49), il vient 


1 au A — au 
K (ai) =— — Le Fe u + S TT 2 prier bain 














FI V’u2 — 
c'est-à-dire 
50 K (ai pe EST PO y 
AE ) = — D+— _ du. 
(50) (ai) iJ (ai) J PL ja 
Fig. 3. 

b 4 

D 

pD+i 

0 Fe. « 








21. Nous nous arrêtons un instant à la détermination des valeurs 
qu’il faut attribuer dans l'expression de l'intégrale générale (45) à A 
et à B pour retrouver la fonction K (a). Cette détermination de A et B 
a été donnée par M. H. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borchardt. 
On peut l’effectuer aussi très simplement ainsi qu’il suit. 

. la définition, on a 








cos v dv l cos v dv r® COS v dv 
TT V2 — a? ] Vo — a? 
et 
1 cos vdv rl dv 1 1— cos v 
— —= ar = 





V2 — a? Vo — a? Vo? — a? 
a a 





_.. A+Vi — © 11— cos v 
UE dx Vera 

a s Tes nr. 
g KG) +loga=log(1 + V1 — a?) = dv stf CP pm L 


donc 


Lim [5 K (a) + log a cou di = do 4138 LEE 
G= 
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Le second membre est égal à log 2—€, © désignant toujours la 
constante eulérienne. En effet, F vr 1 cos v do = T'(p) cos E ou 
0 
Es l'(p +1) cos | 
& ; 





1 co 
| vv—1(1—cost)do— | vP — 1 cos v dv — 
0 1 


On en conclut pour p—=0, à cause de l'(p+1)=1—Cp+..., 


[= à ch EL do LE 
) 


La relation 


D Lim [5 K (a) + lo al =l82—6 


donne sur-le-champ la détermination des constantes A et B, et il vient, 
en se rappelant que y(1) = —&, 





(52. ; ROSE ge lee à +v +0] 


En changeant a en ai, il faut remplacer log a par loga+ i,et la 


comparaison avec (50) conduit au développement 


eau œ 2n 


(53) . rene Leone Ly(n+1), 





donné par Riemann, de l’une des intégrales de l'équation 


1 dz2 


a da Rd d 


Tete 


dont J (ai) est une autre intégrale. 


22. On peut changer en intégrales définies les séries (52), (53). En 
prenant la dérivée par rapport à b de la relation connue 


T'(a) T'(b) 


2 fur (lu du = CT 
T'(a + b)" 
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il vient, en posant ensuite a=n++4,b—=#}, 


2 far D qu LT ED C4) — y (+ D] 














V1 — 2 2.4...(2n) 
0 
et 
Sgen EU ÊRUST) 
2| Fam Lie 2.4...(2n) ? 
donc 





ES CU DRE 9 . 
PL dE a [log +vm+0)= 








4 
nn 1 u?2n =. SRE 
. + | (D) + log + — log (1 w)| au. 
En substituant cette valeur de log : + y(n +1) dans les formules 


(52), (53), il vient, après une légère réduction, si l’on observe que 
p(})=—€— log 4, 








2 di 
D. . SEG)= pis S—lg2a(i—wjau, 
—u 
co — au + 1 au 
(65) af du f LÉ ——-G—g2a(—wau. 
Vu — 1 V1— 2 


23. Nous abordons maintenant le développement en série semi-con- 

















Fig. 4. 
 : 
D C 
0 AH x 
1 awui 
vergente de J (a) et de K (a). Considérons l'intégrale Î es du dont 
0 


la partie réelle est 5 J (a). En intégrant sur le contour fermé OABCDO 
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(Fig. 4), l'intégrale est nulle. Il est évident aussi que l'intégrale étendue 
sur CD converge vers zéro lorsque C et D s'éloignent indéfiniment. On 
voit donc que l'intégrale de O vers A est éyale à la différence des inté- 
grales sur OD et BC, en supposant que C et D s’éloignent indéfiniment. 
L'intégrale sur OD s’obtient en posant u — iv, celle sur BC en posant 
u—1—+iv. En ayant soin de donner le signe convenable au radical 
V1 w? dans le point B, il vient 


1  gaui |  e—av (a+): w dr ié 
— du =i —— dv € 4 ———— dv 
À Vin | V1 + à" A V2 Liv 


ou bien, en faisant attention à la formule (47), 

















(56) 
On en conclut les expressions suivantes de J (a), K (a) où nous avons 


posé encore av —=u 


cos (a à) 
4 = D 


J (a) = UT | e-“uT À 











(57) 
































M. Lipschitz développe maintenant les fonctions réelles 


1 { 1 1 | 
: : » ? RG Ar . 
iu iu iu iu 
Vi Vi+3 3 Vi Fa 
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à l’aide de la formule 


n—1 


SA)= SO) +uS O4. + m5 VO Lan su), 








À désignant une fraction positive. Il obtient ainsi 


fa 1 LE 134 ]* 
1u 1U 
(59) (ss pre 


0 
“ 12, 32 12.3,..(4n—5} 
=2Val- je à Ba Tr: ‘19. Cn— 2) Gant 


1 1 
if eu — { : ” 
1u 
(60){ + Vi-55 ie 


12 “ ge, 5° 12.3...(4n—3ÿ __., 
=Va( Ba — 1.2.8.Gap Tr ' +1.2..Gn ea + Pa) 














FR, 























On voit qu'on obtient ainsi en même temps le développement de 
J (a) et de K(a). Quant au terme complémentaire R,, la méthode 
adoptée par M. Lipschitz lui permet d'établir que la valeur absolue de 
R, est inférieure à T, +1. De même, R/ est inférieur en valeur absolue 
à T,41. On peut resserrer un peu ces limitations, et faire voir que R, 
et R, sont positifs, ce qui entraîne déjà que R, est inférieur à T, et à 
Th+1, R, à T, et à T,,,. En effet, on a 








d’où l’on conclut 


co 2 œo EM 
(61) | &0 02 _1 me “à pr | pi _€ TR — du, 
1u iu ns 
V1—5* V/1 Pas J / 1+ sin v 


0 


(62) ; Lot nn , af à 7 *wisin v 
j i ra 
fi 1+ 14 ” sint » 
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En employant l'identité 








7 2n , 
=} LP 
1 u° mi on 
= 1 — —— sin v + +(5) sin 495 —— —, 
u? 4a° 24 u : 
1+ 5 sin v 1+ sin" v 


on retrouve les séries semi-convergentes déjà données, mais avec ces 
expressions des termes 











| m4 nt an y 
(63) . . B= __— ne 
JE int v 
D e-uyr+é gintr+2y 
(64) . . ._. pee 0e. 
: . 2 sin v 


24. Lorsque a est grand, l'indice du plus petit terme dans chacune 
des séries semi-convergentes (59), (60) est à peu près égal à a. En 
posant a —n +», on peut développer R, et R, suivant les puissances 
descendantes de n. Pour faciliter un peu les calculs nous remplaçons w 
par 2au, cot’v par v, en sorte qu’il vient 


2a PR Ciel À du dv 
VS “ff | 
1 F5) Vuv 
ot 
24 ee 2n Cal de u 
m=l® sf (4e) mou Pau de 


Lorsque n est grand, ce sont seulement les parties dans le voisinage 
de u—1, v—0 qui ont une influence appréciable, et quand il s’agit 
d'un développement suivant les puissances descendantes de #, on peut 
borner l'intégration au voisinage de ce point u—1, v—0. Considérons 
R, et partageons l'intégrale en deux parties. Dans la première, « variera 
de 0 à 1; dans la seconde, de 1 à «. 

Dans la première partie, on posera 








We te", 1—u=V2r—-g + LV —..., 1H0—=er, 
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et l’on trouve un résultat de la forme 


24 ffe-ee-anertur Œars2 y°)dx dy, 





les coefficients &,, étant des polynômes en », et a, —0 lorsque s est 
impair. 
Dans la seconde partie, on posera 


Né” amet, u—1—xV2+..., 
1+u—=e, 


et l’on trouve cette seconde partie égale à 


2 ffe-tee-ane + [Z i——- 1)" &,s 4 y‘]dx dy. 


La réunion des deux parties conduit à l'expression 


9 e—2a 20 [ fe-snets CE U2r,28 42?" y?°] dx dy, 


et le développement de R,, suivant les puissances descendantes de », 
est 


R,—=e-2s je + tete +.) 


2n\2n 8 n°? 


En nous bornant aux deux premiers termes, nous avons obtenu 


‘# [I 71 1 1\1 
(65) . : mme + nt intie cl 
et, par des calculs tout à fait semblables, 
k ire [1 { ; 1 1\1 
(66) Re ae nn =6"* Pts +(Gr-gn— 5). 


Dans les deux cas, le reste du plus petit terme est à peu près égal à 
la moitié de ce terme. 


25. Considérons maintenant les fonctions J (ai), K (ai. La première 
conduit à une série semi-convergente de seconde espèce, dont nous 
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nous occuperons plus tard. Quant à K (ai), à cause de 


| Bit 





it 





K (ai) = — iJ (ai) + re 


on voit que nous avons à nous occuper, en ce moment, seulement de 
la partie réelle 
2 co eau 


— ——— du. 
ni Vu —1 


= 





v 
En posant u — 1 + on trouve 


m2 
a=1e-.V2? LS 2 
TT a Vi + 2 
0 24a 
ou bien 


(EN ee? de LL 
142 sin? u 


On en déduit, par le nr 


























; : ETS Gas sin?” % 
- à =1—  snut...+() sin?*—2u + , 
Soi 
1+,: sin u 145 
nn F1 13 13, 8 1°.8°...(2n — 3) 
ao ES EL VE Ï.8a T1.2.@aÿ  ""+j5 M — Da" FR} 





D p —V n—} 2n 
Ry = svaf £ : He 2 dv 
14 sin u 


Ce développement semi-convergent a été donné par Riemann. L'in- 
dice du plus petit terme est à peu près égal à 24, en posant 2a=n—+, 
nous trouvons 
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26. Nous devons nous occuper maintenant de la fonction 


1 +1 p—ar 


J ] = — — dv. 
AT L 1: Vi— 
En posant v——1+424u, il vient 
ea rl e-2au 
70 . . . . à . . J ai = — > du, 
(70) aaaes 


Le développement de | man, suivant les puissances ascendantes 





1 
Mi — 
de , conduit sans aucune difficulté à cette série semi-convergente 


È " 1? 12.82 
REP TLT  |Hies 88 
ob list . ŒBaÿ Tr: 





donnée par Riemann, mais on n'obtient point ainsi une expression 
simple du terme complémentaire. 
Pour nous débarrasser du radical V1 —#, nous observons que 








en sorte qu'il vient 





à Jan=S f v-Hd0 rt. du. 
0 0 
L'intégration dans le second membre s'étend sur la bande infinie 
VOAB (Fig. 5) de largeur OA — 1, et l’intégration, par rapport à w, ne 
s'étend que jusqu’à # — 1. Afin de franchir cette limite et de pouvoir 
étendre l'intégration sur une bande VOCD d'une largeur arbitraire 
OC —=L, nous observons que 


nu de he ide 2 LH VERS), 
v — 2 v—k  k kEVR— 











6 v=? 
VER LS QE Da vf Jp de. 
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Si donc nous excluons du champ d'intégration la bande infiniment 
étroite limitée par les deux droites parallèles 


1—u+v—=+e, 
nous pourrons étendre dans (71) l'intégration sur la bande de lar- 


geur L, VOCD; car, en intégrant d’abord par rapport à v, l’équa- 


Fig. 5. 


Z 














tion (72) montre que les parties qu’on ajoute ainsi se détruisent. En 
faisant croître L indéfiniment, nous écrivons sommairement 


, ea 0 [© e—ias dudv 
eo Ja= svp. f |; 
0 0 





—U+0 Vu 
le sens précis qu'il faut attacher à cette formule résultant des explica- 


tions qui précèdent. 


27. En employant maintenant l'identité 


1 1 ur —1 u" 


u 
who DhotGtte FO TG EURE) 








on a évidemment 


ro ro yke-2au Qu dv PO DE 

vo) TENTE Vs =| mn uk e-2auqy 

_TOTG+D TrG&+E 
T(k+1)  (2a)*+3 ? 
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et il vient 








2 D. r Pb _12.8...(2n —3Ÿ 
9 19=e Meresbrsent bec nent) 


2an 





2 a nr ue—2au du dv 
6 ne ms v 2 [ ERLER EN Pen 
C’est cette expression du terme complémentaire, sous forme d'inté- 


grale double singulière, qui va nous permettre de résoudre avec approxi- 
mation l'équation transcendante R, — 0. 


28. Nous posons 2a—n—+" et nous développons R, suivant les 
puissances descendantes de ». L'intégrale 


: æ ET FU. Das du dv 
Ed to Va 
0 ‘0 


se décompose naturellement en deux parties P et Q, que nous allons 





considérer séparément. 
Dans la première partie P, qui est positive, on a 
1—u+vze, 
dans la seconde partie négative Q, 
1—u+v<—e. 


re) 


. UE . . , 
La fonction LE devient maximum pour #—1, v—0, et l'on ob- 


Fig. 6. 











tient la partie principale de P en intégrant seulement sur cette partie 
du champ d'intégration qui forme le voisinage du point A. Toutefois 
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à cause de la ligne de discontinuité AM, il faut y ajouter une bande le 
long de cette ligne AM. Il en est de même évidemment pour latpartie Q, 
et il faudrait donc évaluer P et Q en étendant l'intégration sur l’aire 
indiquée dans la Fig. 6; mais, au lieu de cela, nous intégrons d’abord 
seulement sur une aire dont la forme est indiquée dans la Fig. 7. 


Fig. 7. 








Nous négligeons donc de continuer indéfiniment la bande le long de 
la ligne de discontinuité. Nous verrons plus tard que ce procédé est 
légitime. 


29. L'évaluation de l'intégrale P, étendue sur l'aire indiquée, s’ob- 
tient par un changement de variables. 

Nous définissons d'abord une fonction y (x) pour des valeurs posi- 
tives de x par les relations 


tete, 1—i=p(x), 


en supposant que { varie de O0 à 1. La fonction y(x) est positive et 
constamment croissante, (0) —0, g(æ)—1. Pour des valeurs suffi- 
samment petites de x, on peut développer y (x) suivant les puissances 
ascendentes des x; nous avons déjà trouvé (n° 2) 


pa)=V2r— Rat A V2 mL iirat +... 
Nous introduisons maintenant, dans l'intégrale P, les nouvelles va- 
riables +, y, en posant 


ue" 
140 
1—u+v—= (x) 


el" 
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On voit d'abord que le long de AM (Fig. 7) x est constant et infini- 
ment petit, tandis que y varie de 0 à ©. Ensuite, d’après la définition 
de (x), on voit que, pour v—0, on a aussi y—0, et, le long de OA, 
æ varie de © à 0. Nous avons donc seulement à nous occuper de cette 
partie de l’intégrale qui correspond à de petites valeurs de x et de y: 
mais, pour des valeurs suffisamment petites de x et de y, on peut dé- 
velopper w et v suivant les puissances croissantes de x et de y; ces 
développements ne contiennent évidemment que les puissances paires 
de y. En éliminant v, on a 


ner mlbobw)]eri-#-". 


Le premier terme du développement de # étant 1, on a 


UuU=l+axz+Be +yp + Lez +..., 
et l’on détermine sans difficulté les coefficients a, B, y, .… par la mé: 
thode des coefficients indéterminés. Le développement de » se trouve 
ensuite à l’aide de la relation v —u — 1 + (x). On obtient ainsi 
U=1—V2r4+ ie tp LV2m+ Var... 
v=p1+V2r+Re LUN Va xp +... 

Il importe surtout de remarquer que tous les termes de » sont divi- 
sibles par y, car nous avons observé déjà que » et y s'annulent en 
même temps. On conclut des développements précédents 

Vu=1—1Vir+ La+tip+LV2x +H3Vazp +... 
Vo—=yli +202 x + Ha + V9 28 A V2 xp + 
À cause de u—v%+1—p(x), ona 


du _dv do 


dx dx dx’ 


et 
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en sorte qu’il vient 





rue“ e—1% du dv di on 
RÉ Vus — 2e Î fe Tdx dy, 


entrer à OM | 19 
Tæenl PLAN 7 (V») = 
et, par le développement de T, 
Tr du dv 
1H l1—u+vo Vur 


—erta] fe-netn SC rs x y°]dx dy. 





(76) 


L'intégration s'étend de x —e V4 et de y—0 jusqu’à certaines va- 
leurs positives de x et de y, que nous pouvons déterminer maintenant 
par la condition que la série X a,, x’ y° soit absolument convergente. Il 


Fig. 8. 








n’est pas même nécessaire d'étendre le champ d'intégration aussi loin 
que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette détermination. 
La seule chose essentielle à remarquer, c’est que cette détermination 
ne dépend en aucune façon de n. Les coefficients a,,. sont des poly- 
nômes en » et a,.—0 lorsque s est impair (Fig. 8). 


30. En traitant d’une manière analogue l'intégrale Q, nous définis- 
sons d’abord une fonction y, (x) pour les valeurs positives de l’argu- 
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ment en posant 
team, t— 1= 9, (x). 


t variant de 1 à . Puis nous posons 





1— u + 0 — — y, (x). 


Le long de AM (Fig. 7) x est positif infiniment petit, y varie de 0 
à wo. Le long de AU, y—0 et x varie de 0 à . 
En achevant le calcul comme tout à l’heure, il vient 


VIE SE 


= ete f fe-netn À [Cyan e da dy 








(77) 


L'intégration s'étend encore de x—eV#, y—0 jusqu'à certaines 
valeurs positives de x et de y. Nous pouvons maintenant, dans les for- 
mules (76) et (77), étendre l'intégration jusqu'aux mêmes limites 
supérieures de x et de y. En réunissant les intégrales, les parties qui 
deviennent infinies pour £—0 disparaissent, et il vient 


Sfr Var 


= 2624 f fe-nétn[sasqrss F'u''lez dy. 








Dans le second membre, l’intégrale 
Phone ar y d% dy 
ne diffère de 


4 Lee x?” y?s dx dy 
or0 


que par une quantité qui converge vers zéro plus rapidement qu'aucune 
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puissance négative de », et nous obtenons enfin le développement 
cherché 


FFE Et es 7 ue a3,0 + &,2 ) 
(78) vi / me lu +0 DE F:g À 1,0 + on +. À 





Nous n'avons pas intégré, il est vrai, le long de toute la ligne de 
discontinuité; mais, comme le résultat auquel nous arrivons reste le 
même en changeant dans une certaine mesure les limites supérieures 
de x et de y, on voit par là même que les parties un peu éloignées de A 
de la ligne de discontinuité n'ajoutent à l'intégrale que des parties 
qu’on doit négliger tant qu'il ne s’agit que d’un développement suivant 
les puissances descendantes de 7. 


31. En exécutant les calculs que nous venons de décrire, nous avons 
trouvé 


9) mme EG gun t n 418 +) 


et de là nous concluons la résolution approchée de l'équation R, — 0 
par l’une ou l’autre des formules 





437 

(80) . . . . . . . 2az= n—E + G0n 
437 

EE à RER Sréit À 

(81) . . . . . . . n —=2a+g— 


Pour avoir une idée de l’approximation obtenue, nous avons calculé 
la racine de l'équation 


a? at RE 12 12.32...(2n — 3} 
148 + tee PL 1 qfedlnai se 
Tytaut : 27na e l'o | Tr 9 m—DEéd 


pour n = 1, 2,8, 4. 
Voici les résultats : 





Racine Valeur approximative 
n. de R; = 0; d'après (80). Erreur. 
DES 0,2579 0,3015 — 0,0436 
Murs 0,7190 0,7341 — 0,0151 
BAUNN S, 1,2038 1,2116 — 0,0078 


DEL OTEE 1,6955 1,7004 — 0,0049 
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Pour de plus grandes valeurs de n, l'erreur diminue encore, et les 
formules (80), (81) suffisent pleinement à notre but. 
Riemann, en donnant la série semi-convergente, écrivait 


Re [1.3...(2n—1)P 
peer Pr L.2,:.N(8a)- 





et il ajoutait qu'on ne peut calculer ainsi J (ai) qu'en négligeant des 
parties de l’ordre e—?« vis-à-vis de l'unité. Le résultat auquel nous 
sommes arrivé confirme et précise ces indications. 


» a 1 
ÉTUDE DE LA FONCTION P (a) — é — 


Li 
D ge — 1 





32. Nous allons étudier maintenant à notre point de vue le déve- 
loppement en série semi-convergente donné en 1861 par M. Schlômilch 
de la fonction 





P@=ù 


l ea 1 
(Zeitschrift fur Mathem. und Physik, t. VI). 
En suivant d’abord l’analyse de M. Schlômilch, nous partirons de 


ces formules 





® sinmu 1 1 
” D Loue D 3» 
0 
Fo 1—cosmudu du nes 
nr | es nm + log (A —e-")— log m, 


0 


dont la première se trouve dans les Exercices de Calcul intégral de 
Legendre (t. II, p. 189). On peut l’obtenir sans difficulté à l’aide du 
développement 


0 
ER me 
e?7u __] . 


La formule (83) se déduit de (82) par une intégration par rapport 
à m. 
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En remplaçant m par =, . ee _, on déduit de (82) 
2n 
ts À 1 1 
D —=afits ++)" 
lea 1 


et 





|: . anu . 2nu 2nu u 
2 (sin À +... + in EE) = sin SE 4 (1 — cos à Jeot se. 


En ajoutant à cette équation celle-ci, qui est une conséquence de (83), 





de 2nu 
il Er 
0O—=—alog2n+n<+taloga+kalog\iI—e 4)/—2a ee 


0 
on obtient 


an 


1 1 1 { ral 
D - =a (+ ++ —lo82n)+ alo a + alogl1 —e a 
de ; 











Lg 2nu 
+ du. 2 2a TRE” 
+] es _j' PRE ES (or — ct à) ii du. 
En faisant croître indéfiniment », l'intégrale 


» du . 2nu 
” sin 
e RE | a 





converge vers +, et l’on obtient 


(84) . . . . . . P(a)=a(loga+C)+}1—7T,, 
Se U 1 — cos “P# 
Ja = (UE — cot à) av] du 
ou 


0.12 u\ 1— cos2nu 
(85) NU D 6 J=a (— cot 3) qerau 1 du. 
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$ 2 u : ; ; 
C'est en développant » — cot , suivant les puissances croissantes 
de “, que M. Schlômilch a d’abord obtenu cette série semi-convergente 


remarquable 


86 J, = Bi Be Br R 
Lo ESS 3 Ja trier Tan.@niamit sé 








Mais il s’est glissé une erreur dans cette analyse, et le résultat ob- 
tenu par M. Schlômilch, que R, ne surpasserait jamais en valeur ab- 


TT L2 L 
solue + Th+1, est nécessairement inexacte d’après les remarques que 


nous avons développées dans l’Introduction. 

Dans le Tome II de son Cours d'Analyse, M. Schlômilch est revenu 
sur cette série, en la rattachant cette fois à la formule sommatoire de 
Maclaurin , il arrive à ce résultat que la valeur absolue de R, ne peut 
surpasser 


__BnBn+1 1 fé, 1 \_2nBsy: 1fr, 1 
1.3..,(2n) Le Fans a) MB a Ë us ra) + 


33. Pour discuter cette série à notre point de vue, nous nous ser- 
virons de cette formule 


R F2 4 av dv 1 
nn Gas) 
0 


Nous devons indiquer d’abord comment on peut passer de la for- 
mule (85) à la formule (87). 
À cause de 


2 U 2, au 
d Ve rent 
on obtient d’abord 


4 4audu 1—cos2nu 
0 





2 y2 2 
An —U L?rau 1 
ou 


(SE rs 5. NE 1—cosérnre 
0 


1 — y? cetmrav 
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Maintenant on a 


® 4avdv re 1—e 1+e 
| À me eirrar _. fr pe 


0 1+e 1—Ee 





et, si nous posons pour abréger 4nr =D, 4mra—c, 





1+e4avdv 1—cosnbo 
11 102 ecv—] 


1—e 


— 14 1 1+% 1 
a aa QG convwfl pi NS DE re 1l 








4all— 1 1+% 1 : 
La fonction de eU—W_I 9 L y ect +0 — A est finie et con- 





tinue dans le voisinage de w—0, et, en appelant M sa valeur pour 
une certaine valeur de 4 comprise entre 0 et &, nous avons 


© 4av 1—cos4x nrv sindrnre 
lu  Qirrav on Eu + (e— Arnr ) 
0 l1+e 


En faisant croître n indéfiniment, les intégrales 











[EE dv cos 4x +" 4avdvcos4rnrv 


1 — 722 etrrav 1 — 2 etmrav_] 


convergent vers zéro; donc 


: °4avadv 1—cos4x nrv 
Lim 1 2 ar rar 
dot" mar ing — ] 


—e4avdv 4av dv 
=f EE] etrrav_ rat. ge ete rav_} 1779 
0 1+e 











et, en faisant tendre vers zéro &, 


Lim (7 44? dv l— costznre, se ° 4avdv 1 
y LE Dep" à À PAOTLE HET Pi, 1— 72 Cr T 
0 








L'équation (88) conduit donc à cette expression de J,, 


=vnf (SL) En niftéee de PL 
ere LL. 1 — y 2. press)" P-f 1 — 4x av 


RECHERCHES SUR QUELQUES SÉRIES SEMI-CONVERGENTES. 57 


34. En faisant usage maintenant, dans la formule (87), de l'identité 


+ g2n 


ps luth. tomr +, 





nous retrouvons la série semi-convergente (86) avec cette expression 
du terme complémentaire 





œ 4av?t+1dv in 
ne R=v.p. | ne Ga.) 
0 


En effet, on trouve 


ee] k 1 
2k—1 NÉE soie SRE 


0 








en substituant pour la fonction P la série qui sert de définition et en 
faisant usage de la relation connue 


Cr ER 
e2mxv_] 7 4k m2“ 


(91) 


‘0 


85. L'expression du terme complémentaire que nous venons d’ob- 
tenir donne facilement la résolution approchée de R,—0. On a 


P Cr) ertitoh 2er 09 ds. D f(n) et 0?, 
f(n) désignant le nombre des diviseurs de n. Mais, quand il s’agit de 
développer la racine de R, —0, suivant les puissances descendantes 
de », on ne doit retenir que le premier terme e-*#*?. Après les expli- 
cations du n° 16, où se présentait un cas analogue à l’occasion du dé- 
veloppement de log l'(ai), il ne semble pas nécessaire d’insister plus 
longtemps sur ce point, car cela reviendrait à répéter à peu près ce que 
nous avons dit là. La résolution approchée de 


æ p2"+1 ea» 
ph . Esp 
0 
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se déduit aussitôt du résultat du n° 8, par un simple changement de 
lettres, et il vient 





5 199 
2 4 — Le 
5 199 


me D Se 
ON ue à à ARTE 12 — 25920 a” 


et la valeur approchée de R,, en posant 2x°a—n<+r, 


hé ia T ou >: L 
(94) : 2: . . . Lol Vs lv 5) 


On peut, du reste, négliger le petit terme dans (93), et 


199 
25920 x° a 
prendre ainsi simplement 2 x°a— , pour valeur approchée de la ra- 
cine de R, = 0. 


36. Les expressions précédentes montrent l'extrême approximation 
que la série semi-convergente permet d'obtenir. L'ordre d’approxima- 
x 24 1/84 | | 
tion est e—*7* V°e. et déjà, pour a = 1, l’erreur ne porterait que sur 
TT 


la dix-septième décimale. Aussi nous prenons pour exemple cette va- 
leur beaucoup plus petite a— 1}. On trouve N—4,52 : il faut donc 
prendre quatre termes et ajouter encore le cinquième terme, multiplié 
par une fraction À approximativement égale à 0,52. On obtient ainsi 


P (}) — 00190210 — 0,0000415 4, 
et, pour 1= 0,52, 
P (4) = 0,0189994 ; 
le valeur exacte est 
0,0189992. 


L'approximation avec laquelle nous avons résolu l'équation R, — 0 
ne laisse rien à désirer. 


L. 


(Acta Math., Stockholm, 9, 1886, 167—176.) 


Note sur un développement de l'intégrale fe” dx. 


“ 


0 


Lorsque la fonction f(x) devient infinie pour une valeur += c com- 
prise entre a et b, cette circonstance peut Ôter toute signification pré- 
cise à l'intégrale 


fr) dx. 


a 


Comme on sait, Cauchy a introduit dans ce cas la considération de 
l'expression 


[re ax + [rte da 
c+e 


a 


Il peut arriver que cette expression tend vers une limite déterminée 
lorsque la quantité positive # tend vers zéro, cette limite est alors ap- 
pelée par Cauchy la valeur principale de l'intégrale 


b C— € b 
v.p. / f(&) dx = lim f@az+| f(x) dx. 
ñ je: a 4 de 


Cette extension de la conception d’une intégrale définie n'est pas 
généralement admise, on l'a souvent rejetée à cause de sa nature trop 
arbitraire ou artificielle. 

Riemann, dans un mémoire célèbre (Werke, p. 226) s’exprimait de 
la manière suivante : 
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»Dans certaines recherches particulières, d’autres déterminations de 
Cauchy sur la conception d'une intégrale définie dans les cas où celle-ci 
n'existe pas d’après sa définition fondamentale, peuvent être utiles, mais 
elles ne sont pas généralement admises, leur nature trop arbitraire ne 
s'y prêtant guère d’ailleurs.” 

La valeur principale d’une intégrale étant une quantité nettement 
définie, il semble que l’admissibilité d’une telle idée doive dépendre 
surtout de l'utilité qu’elle peut avoir. Nous croyons que les développe- 
ments suivants montrent clairement, par un exemple, que les ,,recher- 
ches particulières” où la conception de Cauchy est de la plus grande 
utilité (ou plutôt nécessaire, si nous ne nous trompons pas), ne man- 
quent pas. 


1. Nous considérons la fonction 
œ (a) = L et dx 
0 


et nous supposons la variable réelle et positive. 
On trouve facilement ce développement 





mie perf st + SR 
= Ti HT HT + Ti +... 


La série est divergente, mais on peut regarder cette formule simple- 
ment comme une manière symbolique d'exprimer que pour a = « ona 


imae-*q(a) = k 


l 
lima*|e-*# — [= — 
etc. 


Nous rencontrerons dans la suite encore d’autres développements 
divergents, on devra toujours les interprêter d’une manière analogue. 

Nous nous proposons maintenant d'étudier ce développement et de 
montrer comment il peut servir à l'évaluation de ® (a). 
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2. Une intégration par parties donne 
De fe 
PUa=s to] 27e dx, 
a 


1 2 2n—1 
@ pt=elL + lp... EC RER) foemsgr 


An 





=T HT +... +Tni+ Ra, 


dj, do, -.., an étant certaines constantes positives parfaitement déter- 
minées. En effet, les fonctions qui figurent aux deux membres de (2) 
ont même dérivée. Ces deux fonctions seront donc identiques lorsqu'on 
pourra déterminer a, de manière qu’elles soient égales pour une valeur 
particulière de a. Or si l’on prend a positif mais assez petit pour que 


1 1 1.3...(2n —3) 
p(a) <e* tas tour on g2n—1 , 





il est clair que la formule (2) détermine une valeur unique de a, qui 
sera supérieure à cette valeur particulière de a. 

Ces constantes a, &, ..., an vont toujours en augmentant, c’est 
ce qu’on voit en posant 4 —4@h+1 dans la relation 





. 2n +1 
—2n pr? — —In—2 ,x2 
Î = e° dx = gaimii ) 1 e° dax. 
an An +1 
8. Ilest clair que si les constantes a,, a, ... étaient connues, rien 


ne s’opposerait plus à un usage légitime du développement (1). Car 
supposons que a tombe entre a,_: et a,, alors on aura évidemment 


pie > LH Liebe, 
Pa) LT +To+... +Tn1 + Tr, 


et on aura renfermé (a) entre deux limites dont la différence est T,. 
Il résulte de ce que nous trouverons plus tard que T, est précisément 
le plus petit terme de la série T, + T, +... ou le terme qui précède 
ce plus petit terme et qui en diffère très peu. 

La détermination des constantes a,, &, ... est donc le problème 
principal qui doit nous occuper. 
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4. Il est évident d’abord que a, est la racine positive de l'équation 
transcendante 
Le | 1.3. .COn—3 
(8): . …: :o{a)æe” PONT dr —— ) 
mais il nous semble à peu près impossible de tirer de là des expressions 
qui pourraient nous être utiles. 

On peut mettre cette équation sous une autre forme plus avanta- 
geuse. Remarquons pour cela qu’en développant les deux membres de 
(2) suivant les puissances croissantes de a, on ne rencontre point de 
terme sans a dans le premier membre. Il doit en être de même dans 
le second membre, ce qui montre que a, est une racine de l’équation 





transcendante 


1 1 


RU dr MU. 5 8 
nn. 


re —2n+56 mis 
PER heal. PUR. à 





En multipliant par a?"-—1 et en posant a —t, a, sera donc une racine 
positive de 


im 


Dee 2eme De 


Cette équation admet évidemment une seule racine positive, on 
montre aussi facilement que le premier membre est négatif pour =", 





donc 
a <n. 
Mais l’équation (4), pas plus que l’équation (3), ne semble nous pou- 
voir conduire à ce résultat que a? est susceptible d’un développement 
suivant les puissances descendantes de n 
: 1-81 D 0 0 


Omer Gt losion suswn 

Ce développement, quoique divergent, n’en permet pas moins de 
calculer les 4, avec une grande approximation comme on le voit par 
ces quelques valeurs: 


n a? d’après (5) erreur 

1 0,85402 0,85413 — 0,00011 

2 1,84365 1,84367 — 0,00002 

5 4,83737 67 4,83737 76 — 0,00000 09. 
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Déjà pour »n —3 l’erreur n’atteint plus une unité du cinquième ordre, 
et on peut considérer que notre but sera atteint, dès que nous aurons 
établi le développement (5). 

Mais cela nous a été impossible en partant des expressions analy- 
tiques que nous avons développées jusqu'ici, et nous avons dû suivre 
une autre voie. C'est précisément la valeur principale d’une certaine 
intégrale définie qui se présente ici, et il nous semble que, dans cette 
occasion, on pourrait difficilement atteindre le but d'une autre manière. 


5. Supposons a = 0 alors on a 


Mina lie oui: = =v.f 1% 92. 
0 





On établira cette formule en montrant d’abord que pour a > 0 la dé- 
rivée de l'expression au second membre est e#, et ensuite que cette 
expression devient infiniment petite en même temps que a. Pour abré- 
ger nous omettons cette démonstration. | 

Il est évident d’ailleurs que cette formule suppose bien a >0, car 
la fonction y (a) est impaire. Si l’on considère les valeurs imaginaires, 


on trouve que a doit être de la forme reïs avecr >0 et —5< pP<L+ T 


En employant maintenant l'identité 





Î La An —2 ag?" 
1.3: ++... +x opus 
on a évidemment 
=" v. geea-2 qu = | RE ee 
0 


On retrouve ainsi le développement (1) mais avec cette nouvelle 
expression du terme complémentaire 





2n 


1 ne 
7 . . D » . + R nn —— V, :l 2 
( ) n ee D J 1 


En partant de cette formule on peut, après avoir posé 


(MAD as lresiihniirenss). sen Ln 


e%0-" da. 
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développer R, suivant les puissances descendantes de n, et l’on obtient 


@......8= Po + 2214 TH 
Où P5, P,, P,, ... sont des polynômes en 7, P; étant du degré 24 +1 
1 
Po=n+e; 
1,5 de REC 
Area. 24 1 2160”? 
1, Ty een Ha Bu Re 
CT 187 Tia Fo + 1180 7 — 1858 





Ce développement est divergent mais nous avons dit déjà quel sens 
précis il faut y attacher. 

Pour la manière d'obtenir ce développement, nous devons renvoyer 
à une thèse présentée à la Faculté des sciences de Paris, insérée dans 
les Annales scientifiques de l'École Normale (8ème Série, Tome 3, 1886, 
p. 201—258). 

On conclut de ce développement que R, s’évanouit pour une valeur 
finie de », dont on trouve le développement suivant les puissances 
descendantes de n égal à 


1 8 68 ! 


6 " 405 n ee 25515 n° 
et comme nous avons posé a = n + », il en résulte 


1 nn. 
de mé 
TA 6 Ÿ 405 AUTRE 


C’est précisément le développement qu'il fallait obtenir. 


6. En considérant, ainsi que nous l'avons fait, la quantité a? comme 
racine de l’équation transcendante 


AR 


la restriction que n soit un nombre entier, devient inutile et l’on définit 


e%t-2 dx = 0 
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ainsi une fonction continue de ». Il est certain aussi que le développe 
ment obtenu donne une valeur fort approchée de cette fonction ai dès 
que n est un peu grand, sans être nécessairement entier. 

Si l’on regarde, au contraire, la manière dont nous avons défini 
originairement la quantité a,, on voit d’abord que l’équation (3) n’a un 
sens que lorsque n est entier. Il n’est pas possible d'étendre cette dé- 
finition à d’autres valeurs. En regardant au contraire a? comme la ra- 
cine positive de l'équation (4) 





co pm 
: (2n am—i)|m 


on peut bien supposer x variable d’une manière continue, mais la 
fonction a? qu'on définit ainsi, devient discontinue lorsque la variable 
est égale à la moitié d’un nombre impair. Il nous semble que ces cir- 
constances rendent à peu près impossible la déduction du développe- 
ment (5) en partant directement des équations transcendantes (8) ou (4). 


7. _ Supposons qu’on ait a, _1 < a < a, en sorte que 
Pa) >Ti+Ti+... HT, 
Pa) KT HT +... + T1 + Tu 
Calculons la valeur approchée de 


" r'(2n) 
T O4 1) (2 aÿ"—1 T'(n) 


en supposant a grand. 


T 


eŸ 





Il est visible que la quantité y—4— n reste toujours finie, elle 


$ : Es Il 7 ; 
eut à peine franchir les limites  — et — =. En désignant donc 
P P 6 6 8 
: 5 ; l 
par €, €’, s”, e” des quantités qui s’évanouissent avec n°na: 


T'(2 n) = (2 nŸ"e—2n V= rs 
T(n)=n'e—" Va + &') 


m\ùTÉ 
a?n—1 noie (1 + 1) =#1(1 Le) 
Il 5 
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et 
V2n 1+e _1+e 


PE BRON RUE SVT EPL ne PE Ve 








Ainsi le développement (1) permet de renfermer (a) entre deux 


707 


limites dont la différence est approximativement LP 


Soit a—4, on voit que a; < a < 4; et nous trouvons 


p (4) > 1149 400,605, 
p (4) < 1149 400,782. 


8. Nous ferons voir encore comment on peut pousser plus loin 
l’approximation et obtenir une valeur très approchée du terme com- 
mentaire R,. 

Reprenons la formule 








— a ERA @ 
pl es À f'a-inen dom ER? ze dx 








on On +1 
a, 
ou 
1.3...(2n—1) « ex 
Ri = on +1 mn +3 ‘| 1 x ri d® 
(+3) 
ai —n 
En posant 
n0 
e 
FREE ja Br 
(+) 
ñn 
dn 





OM 55 csrvinrant, [niet 


nous aurons 


1.9.,.8#+hu, 
One nn. 1 00 mn TTuni e [A» + B],. 
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Il est visible que A, est une simple constante numérique qui dépend 


seulement de l’entier n, et qu'on peut développer de la manière sui- 
vante 


a a a 
LE Ron An= +, Le re 0 
1 
= + 6 ? 
AL 
, 1080 ? 
 — 
.. . ID. 
D. 
5! 1088640 
D'autre part, on voit aisément qu’on a 
Qi 1 % 1 @ 
F —— _V4 _"s "2 
(15) . . . . . . B=Q+ +++. 
Qo Qi» ®,... étant des polynômes en 7 qui s'évanouissent pour y—0, 


Q%x du degré 2k+ 1 étant divisible par #*+1. Ces polynômes sont fa- 
ciles à calculer, et on trouve 


Qo—=7;, 
1 1 
des D À É'MAvÉ 
Q—=7n ( 7 —). 
(16) LR, 7 1 
Q—=n Cor a'+s) 
1 


on 29 5 
4 3 os 2 nf 
REF (ss ” 88 + 207 — a)” 


Ce développement de B est convergent sous la condition |»|<n 
et comme on peut choisir n toujours de manière que | » | £ + la con- 
vergence sera rapide et on peut évaluer facilement cette quantité avec 
toute approximation désirée. 

Il est clair qu’en substituant les séries (14) et (15) dans la formule 
(13) on obtient un développement de R, qu’on peut rapprocher de la 


formule (9). La seule différence est que le facteur = se trouve rem- 


1.3...(2n — 1) 


placé par on+ipnrs ©, Or d'après la série de Stirling on a: 
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1 _1:.3...@n— 0 4e 

















Los On +1 pn +4 
DE ue ” #1 À Fa B, 
e=| 2 rs —( LE 5e + S 500 


en sorte qu’il est facile de passer de l’une des formules à l’autre. 

Mais la forme (13) présente un grand avantage sur la forme (9), 
d’abord les polynômes Q sont plus simples et plus faciles à calculer que 
les polynômes P et ensuite nous savons maintenant que la divergence 
de la série A, + B provient uniquement de la partie A, qui est in- 
dépendante de 7. 


9. Le moyen le plus simple qui permet de calculer A, avec une 
approximation indéfinie, c'est de prendre =0 ou a—Vn dans les 
formules précédentes. Il vient 


(79 . … . . p(Vh)= LT. ALEAT. 


Il faut calculer alors y (V/») à l’aide de la série convergente 


a? 


8 
Po=a+ + st. 


Nous avons trouvé ainsi 





n An 

1 0,15231 80276 5 
2 0,15987 27953 6 
3 0,16227 85380 7. 


D'autre part les quatres premiers termes de la série divergente (14) 
donnent les valeurs approchées suivantes (on a ajouté les corrections 
nécessaires) 

0,15204 6 —- 0,00027 2 

0,15983 88 + 0,00003 40 

0,16227 04 + 0,00000 81. 
On peut juger par là de l’approximation que l’on obtient pour de plus 
grandes valeurs de ». Dans le calcul de + (4) on a besoin de la con- 
stante A;,, et on trouve à une unité près du 8ièm ordre 


p (4) = 1149400,63458998. 


LE. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 103, 1886, 1243—1246) 


Sur les séries qui procèdent suivant les puissances d'une 


variable, 


(Note, présentée par M. Hermite.) 


Considérons une fonction 


fo = Ya, 2 
0 


dans l'intervalle 0£x<1, la série étant convergente pour x=1 On 
doit prendre, comme définition de f’(1), 


f'() = lim [0e (lim x = 1). 


Mais f'(1) n'existe pas nécessairement, comme le montre l'exemple 
suivant. On a 


Le) 


COS (log en | = de bn x", 


0 


sin (le 1 & ;) = > à Cn L". 


0 





Je dis que les coefficients b,, «, deviennent infiniment petits. En 
effet, 





(2) = À Où +ion a 
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donc 





bc — = 6+n) (+3). ur nn) 


On en conclut 
er — e—x ex — e—x 
| bn | < — je , ES er Et , 
lim un 0 


Posons maintenant 


[a= me, 
0 
OÙ An = En — Cn_1. Alors on trouve, pour x=1, 
FA) = lim (a, + a +... La) = lime —=0 
et évidemment, pour 0<x<1, 
1. 
f(&@) = (1 — x) sin os : ES AL 


Par conséquent 


FO) — f@) _ 
1—3% 





1 
— sin (og — 


Le sinus oscillant entre — 1 et +1, on voit que f’(1) n'existe pas. 
L'exemple 


ps es fees , 


est plus simple; mais, dans ce ca, 02e croît au delà de toute 


limite en restant constamment négatif. Il conviendrait alors, peut-être, 
de dire que la dérivée existe et que f'(1)=— 0. 
Mais ici se pose maintenant une question délicate. 
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Supposons que f’(1) existe et ait une valeur finie, peut-on en con- 
clure que 
lim f'(&e=1 =f' (1)? 


Nous ne le savons pas. Nous n’avons pas rencontré un exemple qui 
eût montré que cela n’est pas vrai. 


En posant 
Sx = > Un; 
k 
on a 
COTE — à. & Sn x" id 


1 


Po = D n (80 — 8n+0 21. 
È 


C9) 
« ed L 
Dans le cas où la série > sn est convergente, on a 
1 





tir 88 Rent Lo, 


comme M. Kronecker vient de le démontrer ). 
Or on trouve 


LL - 
L IE _po=t os +22+882 +. 


et l’on en conclut, d’après une proposition de M. Frübenius ?), 


f'@) — lim f” (&x =1 = 0. 


20 
Ainsi, lorsque la série Fa 8, est convergente, la fonction f(x) admet 
1 


une dérivée qui est continue dans l’intervalle 0£x< 1. Mais il reste 
douteux , si cela reste vrai, sous la seule condition que f”(1) existe. 


1) Comptes rendus, t. CIII, p. 980. 
2?) Journal de Borchardt, t. 89, p. 262. 
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Remarquons que, réciproquement lorsque /’(x) tend vers une 
limite À pour æ—= 1, on peut en conclure 
lim tas = F (1) ss ji 
Mais cela résulte déjà de la continuité de f(x) et de la supposition re- 
lative à /'(x) et ne constitue donc pas une propriété nouvelle, spéciale 


; oc 
aux fonctions qui sont représentées par une série Ÿ a, æ". 
sm 


0 


LIT. 


(Acta Math., Stockholm, 9, 1886, 385-— 400.) 


Sur les racines de l'équation X, — 0. 


1. Nous aurons à invoquer dans la suite une proposition d'algèbre 
que nous allons établir tout d’abord. 
Soit 


m m 
X=ZEEa;r tir 
2 


une forme quadratique positive des variables %,, %, ..., Æm. 

On sait que les coefficients a;; sont positifs. Nous ajoutons mainte- 
nant la condition que les autres coefficients a;x soient tous négatifs 
ou nuls. 

Considérons les m équations linéaires 


PR sr. pen am + aim Em = Bi, 


(i—1,2,...,m) 


Nous supposons que les quantités £; sont toutes positives ou nulles. 
Dans ces conditions on peut énoncer la proposition suivante: , Aucune 
des valeurs de x,, 4, ..., æn tirées des équations (1) ne peut être 
négative, et si les quantités £; sont toutes positives alors x,, M... le 
le sont aussi.” 

Dans la démonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial 


he... fe 20 


dans lequel on a aussi 
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On a 


m m m 
Zéti= E Er xitr 
1 s A à 


et il est clair par là qu’au moins un des x; doit être positif car le se- 
cond membre est positif. | 

Mais supposons que 

dire slt 
soient négatifs ou nuls, et 
Tn+1, Tn+23 :.., Tm 

positifs. 

Dans la relation 


(2) . AE 


M3 
mM= 


m 
dir Li %k + E, te (ais + Aoi Lo +... + Ani Xn) 
ñn 


le premier membre est nul ou négatif. Au contraire dans le second 
membre la première partie - 


ik Li Lx 


M3 
nM>= 


est nulle ou positive, et il en est de même de la seconde partie 


2 (ai + Goi Lo +... L ani Ln). 
Par conséquent les deux membres de la relation (2) sont nécessairement 
nuls tous les deux, ce qui exige: 
==... —=An=0. , 
La première partie de notre proposition se trouve établie par là. Pour 
démontrer aussi la seconde partie nous observons qu'en supposant 


==... —=Xn—=0 

Tn+1s Tn+2, 3 Um 
positifs les n premiers équations (1) montrent qu’on a 
Eh 4 4 LS 8 à COS 


dès que l’un (et seulement un) des indices i, 4 surpasse ». Et ensuite 
il est clair qu’on doit avoir 


==. A." Ù "À 
Cette dernière conséquence démontre la seconde partie de notre pro- 
position. 
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Les équations (8) font voir que dans le cas exceptionnel que nous 
considérons on a 


n nn m m 
X=2ZZ=airtitr + Z: EE dix Gi Xr 
11 n+1in+1 


en sorte que X se décompose directement dans la somme de deux 


formes quadratiques positives des variables x,,4%, ...,%n @t Æn+1, Æn+2, 
ss LE CB DEL... =M=0 se présente alors dès qu'on 
prénd'é mes; sh=0 | 


D’après ce qui précède il est clair que lorsque X ne se décompose 
pas directement dans la somme de deux ou d’un plus grand nombre 
de formes quadratiques d’un nombre de variables moindre que "=, alors 
Li, Toy.) Em SONt tous positifs, même dans le cas que quelques-uns 
des &; sont nuls. 

Corollaire. Soit D le déterminant de X et désignons par D;4 les 
mineurs de D en sorte qu’on a | 


D'xi= E& Dii + & Doi +... + Em Du: 


alors aucun des mineurs D;; ne peut être négatif. Et si le cas excep- 
tionnel examiné plus haut ne se présente pas, tous les D; sont positifs. 


2. Supposons que sur l'axe des abscisses O X on ait dans les points 
A et B dont les abscisses sont — 1 et + 1 deux points matériels fixes, 
la masse du premier en A étant a, celle du second en B, 8 (a >0,8 >0). 

Imaginons encore n points matériels de masse égale à 1, qui peuvent 
glisser librement sur l’axe et placés entre A et B. Supposons enfin que 
deux points matériels se repoussent en raison directe de leurs masses 
et en raison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une 
position unique d’équilibre pour les n points placés entre A et B, et 
si l'on désigne leurs abscisses dans la position d'équilibre par 


RL R SRE >... Ja 
Li, Los --., An SONt les racines d’une équation 
p (x) = 0 


p (&) étant un polynôme du degré n défini par l’équation différentielle 
G) . .(—x)p'(x) +2[a —B—(a+B)x]p' (x) +Cp(x) = 0. 
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C est une constante dont la valeur est 


n(n+2a+2p—1) 
comme on le trouve en cherchant le coefficient de x" dans le premier 
membre de (5). 
C’est là un cas particulier d’un théorème démontré dans ce journal, 
t 6, p. 321 et suiv. !) 


3. Les racines x,,2,,..., x, dépendent de a et £ et l’on peut les con- 
sidérer comme fonctions des variables a et 8 qui doivent rester toujours 
positives. 

Lorsque a et B varient d’une manière continue, x; varie aussi d’une 
manière continue et comme deux racines ne deviennent jamais égales, 
leur ordre de grandeur fixé par les inégalités (4) ne sera Jamais changé. 

Nous allons démontrer les inégalités 














D ne 
M.:........ i<o 
En effet, les quantités x, , ..., x, dépendent de a et de B par les relations 
ai tai ta 
pe 


(G—=1, 4, ,:., 9) 


En prenant les dérivées par rapport à a on obtient pour les êms le sy- 


stème linéaire suivant : 








ù 1 É d Zo d Zn Se 1 
(8) Qu hais +. + ain $ A 
(= 1, 2, » n) 

où 

PAR 2 1 1 1 
CT it PT PTa— PT Tai + EPP PI LIL 

1 
Ent 
Eee Air = Axi = (x: — 2x) 
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Ce système rentre évidemment dans le type des équations (1) car la 
forme quadratique 


Saxe Y( PT É)x +YDs— pers Lou —X x) 


est positive, et x; + 1 est aussi positif. 


JæÆ 0x Ô Tn 
Les valeurs de +: <<, Dia? « 1 Jay SONt donc toutes positives. 





On trouve de la même manière 





ù x Ô Lo dun | 4 
di Te i2 dp +. LoLN Ÿ bus Doit 
fe1,82.:45 0) 


Ici les seconds membres sont tous négatifs, et il en est donc de même 





0 Ti 
des valeurs des 
dB 

4. Considérons le cas particulier a — £, en sorte que x; est fonction 
de la seule variable a. Il est clair d’abord qu’on aura 

Di + Dan = Lo + En-1 = T3 +ln-2—=...—=0. 
Aïnsi en supposant n —2m ou n —2m + 1 il suffira de considérer les 
racines positives 
M, M, 2) Don 


Nous allons énottrer qu’on a toujours 




















D A Tree 
mi, .. SN 
En effet supposons d’abord n—2m, on aura 
a | 1 
(10) xi +1  : De Ur 77H dpey-rr@ EL 
I l ] 

Es 60 © —— +... - ——— = 0 
| “seed Cat Faite 
(fæl,2..+ 

d'où l’on déduit 
dx … a un, 2 Ti 
(11) . . . di da + aie La TT im den noipzl2s 
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en posant 
a a 1 
ii — ee Dos BU 1) i 
ME D ED ie TES 
ss te AS ae 
TNT Rd Ge 
1 1 1 1 





M ea Fe Foi laessint LE (Ci — Xn) 





1 1 1 1 
a Toute Te. ds (Li + Zn) 


Le système (11) rentre encore dans le type des équations (1) car 
aix est négatif et la forme quadratique 


m 


mm | | ER, 47 07 2 
Pranxixre D (Se NT are pren a +20)x 


+ > De a — mi (ti + ss) nn 


est positive. Mais les seconds membres dans le système (11) sont tous 








négatifs et l’on a par conséquent 


dx; 


d a me 





Dans le cas n —2m + 1 on aura æy41—0, et 

















a 1 1 F0 
9 tas _ fs ma en 
1 1 
Tata _——. . PR RTE PTT LL Fan Di + Zm Tr 
G—=1,2,...,m) 


La seule différence avec les relations (10) consiste, comme on le voit, 


- Ce terme 





3 ; 1 
dans le terme 3%, ui est venu remplacer le terme 2x 
u 


î 
"1 + 
2%: 92%: Ti 





provient de l’action des deux points matériels dont les abscisses sont 
CE 9, 
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‘ É ; dx; 
On trouve les équations linéaires suivantes pour les FE 





d . 
— + + aim ae me - 








3 
ME RH TG re Ze 


Œm ti nes) 
1 1 Pia 
EURE mit) (ci — 2x) 


et l’on en conclut les inégalités (9) comme tout à l’heure. 





5. Les démonstrations des propositions éxprimées par les inégalités 
(6), (7), (9) que nous venons de développer, nous semble la plus simple 
si l’on n’a en vue que ces inégalités elles-mêmes. Mais nous avons re- 
trouvé ces inégalités encore comme conséquences d’une proposition 
d’un caractère plus général, à l’occasion d'études sur la quadrature 
mécanique de Gauss. 


6. Nous allons développer maintenant quelques conséquences qui 
découlent presque immédiatement de ces inégalités (6), (7) et (9). 
Supposons d’abord 


l'équation (5) devient 
(1 — 2°) p” (x) — 2 x p' (x) + nn + 1) y (x) —0 
ainsi x; est une racine de l’équation obtenue en évalant à zéro le po- 
lynôme X, de Legendre. 
Prenons ensuite 


d=?, P= gr 


On a 
A — 2)p" (x) +(1—22x)p" (x) + n(n + 1) y (x) =0 


ou si l'on pose 
x = cos @, 


1 
p (x) cos 9 P=Y;, 


ae tits >) = 0, 
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donc 


COS (n + 3)6 





p (x) = ï — 
cos D e 
et par conséquent 
ei eos BTS 
2. 2n+1 
Dans le cas 
1 3 
a ru , dbz Fa 


on trouve de la même manière 


x = cos, 


sin (x L 3) œ 





p(X) = — 1 
sin 2 qe 
gi 008 217. 
DT VE EE 
Mais d’après les inégalités (6), (7) il est clair que la valeur de x; qui 
| 1 | \ 
correspond à a — 23:6—=% doit être plus petite que la valeur de x; 
1 
pour a=,, B—-, et plus grande que la valeur de x; pour a =", 
ne 
Fa 


Ainsi on a la limitation suivante pour la racine x; de l'équation 
is 0 
QDir (2i—1l)x 
(A) se 1.0 CO8 INIST 


Cette proposition est due à M. Bruns qui l’a obtenue dans le tome 
90 du Journal de Borchardt, p. 827. 


7. _ Nous pouvons obtenir des limites plus étroites à l’aide de j'iné- 
galité (9). 
Prenons en effet 


H| = 
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on trouvera 





æ = COS, 
p(x)=cosnvy, 
__ * (@i—1l)x 
Ti C8 5, 
et en second lieu 
3 8 
pr PL: 
on trouve 
x = COS, 
__sin(n +1) 
p (x) = side ? 
Li = COS —— EE 


D'après les inégalités (9) on en conclut la limitation suivante d’une 
racine positive de one 26-20: 


(2i—1l)z 


bia D ao 508 On 





Li < COS “— 





: i 
Pour une racine négative on aurait évidemment 


in (21—1)x 
Ni 0 Sn 











Soit n — 10, on a d’après (A) 
limites 
0,98883 
0,95557 
lu 
? (0,82624 
0,73305 
0,62349 


| 
0,50000 
| 


0,03326 


0,07473 


0,10956 


z 0,13466 


0,36534 


0,22252 


0,14779 
0,07473 


Ts 
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et d’après (B) 


limites 

0,98769 

Ti 
| 0,95949 
| 0,89101 

Lo 
0,84125 
0,70711 

T3 
| 0,65486 
0,45399 

Ty 
0,41542 
| 0,15643 

V5 
0,14231 


0,02820 


0,04976 


0,05225 


0,03857 


0,01412. 


8. La proposition d’algèbre démontrée dans le n° 1, ou plutôt le 
corollaire que nous en avons déduit, se trouve lié étroitement à une 
question qui se présente dans le problème de la distribution d'électricité 
sur un système de conducteurs. : 

Soient A,, A, ..., An les conducteurs, &, e,,..., en leurs charges 


respectives et V,, V:,'. 


On a 


., Vn les potentiels correspondants. 


(a) . . . . . . Vi=pae +pag+.::+pin en 
(= 1, SYHE, m) 

et réciproquement 

(8) . . . . . .m=quV; taie... Lost 
(= Lines 08) 


(Maxwell, Traité d'électricité et de magnétisme, $ 87.) 


La forme quadratique 


ZZQirtitr 


est positive. Le coefficient positif g;; est la capacité du conducteur A; 
tandis que g;x est un coefficient d'électricité induit et négatif. 

Le système (5) rentre donc dans le type des équations (1), et d’après 
notre corollaire les coefficients du système (a) sont donc tous positifs, 
ce qui est bien connu et ce qu’on établit directement à l’aide de la 


théorie du potentiel, 
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Mais le système (8) n’a pas la même généralité que le système (1) 
car on a entre les coefficients gi les relations 
qi + gie +... + Qim 20 
(i—=1,2,..., M) 
tandis que dans le système (1) on n'a pas nécessairement les relations 


correspondantes entre les aix. 
Mais aussi dans le système (a) les pix ne sont pas seulement positifs, 
la théorie du potentiel montre qu'on a en outre ; 


Dii Z Pix. 
D'après cela il est fort probable que si l’on assujettit dans Je système 
(1) . . . . . . dat Haiom +... + aimTm—= 6: 


(i=1,92,..., M) 
les coefficients a:x à ces conditions additionnelles : 
8 = Qi + ais +... + aimZ20, 
il en résultera pour les D;4 la conséquence 
Di Z Dix. 


C’est ce que nous allons prouver en effet. 


9. Supposons d’abord 
8; > 0 
(i—1,2,..., M) 
alors on a 
Dii > Dix. 
G2Zk) 
Il suffira évidemment de faire voir que D,, > D, À cause de 
Dé —=Ë6 Dis +2 Dos +... + Em Di 
cela revient à montrer que pour 
=+1, = —1, Ei—0 
(> 2) 
la valeur de x, tirée du système (1) est positive, Or on a 


m m 
Ebtim0= Et, 
1 L 
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d'où l’on conclut d'abord que les x; ne peuvent pas être tous nuls ou 
négatifs, ou bien tous nuls ou positifs et ensuite 


X > Los 
Donc si x, était nul ou négatif, x, serait négatif. Supposons donc que 
Li Lu 0 (m>n2>2) 
soient nuls ou négatifs, et 


Tn+1s Tn+2, :.., Um 
positifs. 
On devrait avoir 


m n m m 
E Eiti—=O0—=EXi(antiiln+1 +... + Amilm) + EE Gix Li Tr 
n+1 L n+iln+i1 


ce qui est impossible car le second membre est positif. On a donc né- 
cessairement x, > 0 ou 


D,,>D;2 
C.Q.F. D. 


Il est clair maintenant que dans le cas 
Si > 0 
on doit avoir nécessairement 
Di:2 Dix 


car un changement infiniment petit des a;; suffit pour rentrer dans le 
cas 8; > 0. 


10. Cherchons encore les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'on ait 
D; =D; 
D'après ce qui précède il est clair qu’au moins un des s; doit être nul 
mais cela ne suffit pas. | 
En prenant comme tout-à-l’heure 


= +1, £e —=— 1, £i=0 
(ë > 2) 
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la condition D,, = D,, revient à x, —0, et les inconnues x%,, %, ..., 2m 
se trouvent déterminées par le système 





Fe Lo + @93 Lg +... + Gom Xm = — 1, 
(1) Ag2 Lo + A 83 Ly +... sm %m— 0, 
Am 2 Lo + Am3 La +. . + Am m Xm — 0. 


Deux cas sont à distinguer. 
I. La forme 


ik Li Xk 


MS 
MS 


ne se décompose pas directement dans la somme de deux formes qua- 
dratiques d’un nombre de variables moindre que m— 1. 

Alors %, %3, ..., Æm Seront négatifs, d’après ce que nous avons vu 
dans le n° 1. Et comme on a 


m 

Ebi—0— 8 02 + 8323 +... + 8m Tm 
on en conclut 
Don dm 0, 8 —=0, ..., Sn —=0. 


Réciproquement, si ces relations (a) se trouvent vérifiées, il est clair 
que le système (1) donnera x, —0 ou D,,—D,, car on trouve 


m 
1 


et 8, n'est pas nul. 
II. La forme 


Œik Li Xk 


0 MS 
0 M3 


se décompose directement dans la somme de deux ou de plusieurs for- 
mes quadratiques. 
Alors les variables 


Lo ; Ta ..…., Lm 
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se décomposent en plusieurs groupes. Soit 
Lo 3 La ) ..., An 


le groupe dans lequel se trouve 2. 
Le système (1/) se décompose en deux systèmes relatifs aux deux 


groupes de variables 


Lo ; La y “F9 Tn ; 
Ln +1) …., Tm : 
et on voit qu'on aura: 
Lo L'O, La LO, ….. Tn L'O, 
Ln+1= Tnt... = m0, 


La relation 

08% +... +isuta 
permet donc de conclure: 
Da nn nu a 0,.1.3.5 ren 


Réciproquement, si les conditions (b) sont vérifiées et qu’en outre on 


a identiquement : 


mm nn m m 
Z EE Girz Li Tr = ZE ZE Gui Di TL +- Z ZE dix lidr 
2 2 2 2 n+in+1 
alors le système des valeurs de x,,,,...,æn tirées des équations (1'), 


joint à la valeur x, —0, satisfait au système (1) et l’on a par consé- 
quent D,,—D,.. Pour le montrer il suffit évidemment de vérifier la 
première des équations (1), ou bien l’équation obtenue en prenant la 
somme des équations (1). Or cette dernière 


84 Li + 80 Lo +... + Sm Lm = 0 


se trouve vérifiée évidemment. 

Nous avons supposé ici n <m, pour n—=m on rentre dans le pre- 
mier cas; et l’on a le résultat suivant. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que 


Di = Die 
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consistent dans ce que, pour une valeur spéciale de n 


2<n<mM 
on ait 
(D) . . . h 8 = 0, 83 = 0, , tu == 0 
et 
Boni lguro =. lim = 0; 
 . Asn+1 = dsn+2 =... = 08 m—=O, 
An,n+1 = Œn,n+2 —= —= An,m— 0. 


Dans le cas n —m les conditions (Il) disparaissent. 
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11. Supposons les conditions (1) et (II) remplies, il n’est pas permis 


de conclure que les valeurs de x,,...,æ%n sont négatives, car la forme 
nn 
Z EdixtiXr 
2 2 


pourrait encore être décomposable. Mais si cela eut lieu, il est clair 
que les conditions (1) et (II) seraient encore satisfaites pour une valeur 


plus petite du nombre n. 


Si donc nous supposons que n soit le plus petit nombre pour lequel 


les conditions (I) et (II) sont satisfaites, on aura 
Lo << 0, DR rheus Lac 0, 
Tn+1—=Tn+tI=... = Em = 0 
et à cause de 
Dxi=Dii— Do: 


nous pouvons donc ajouter : 


la condition D,, —D,, entraîne nécessairement les relations 


Dii < Dai 
pour i=2,3,...,n, 

Dii= Do: 
pour i >n. 
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NOTE. 


Après avoir terminé la rédaction de cet’article, je viens de prendre 
connaissance d'une note Sur les racines de certaines équations par 
M. À. Markoff, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L'auteur y 
déduit d'abord la limitation des racines de l’équation X, — 0 déjà ob- 
tenue par M. Bruns, et ensuite il obtient aussi et pour la première 
fois, la limitation plus étroite (B). 

La démonstration que j'ai donnée est différente de celle de M. Mar- 
koff, mais une seconde démonstration à laquelle j'ai fait allusion seu- 
lement dans le n°. 5, ne diffère pas au fond de celle de cet auteur. 


LIII. 


(Bull. Sci. math., Paris, sér. 2, 11, 1887, 46—51). 


Exemple d’une fonction qui n'existe qu’à l’intérieur d’un cercle, 


La notion d’une fonction d’une variable imaginaire pour laquelle le 
domaine de la variable est nécessairement restreint par la nature même 
de la fonction est d’une si grande importance qu’il ne semble pas inutile 
de donner un exemple d’une telle fonction, même dans un Cours où il 
serait impossible d’exposer les recherches de MM. Weierstrass, Mittag- 
Leffler, Poincaré sur ce sujet. 

Peut-être trouvera-t-on l’exemple suivant assez simple pour remplir 
ce but. 


1. Soit a une quantité dont le module est égal à l’unité On a 
RTE» 
Penh 2 nr AE POLE 


La série est convergente sous la condition mod z — ç < 1, et le cercle 
de convergence est un cercle C décrit de l’origine comme centre avec un 


2 ——_ 
A —2 





rayon égal à l'unité. 
En remplaçant chaque terme de la série par son module, on voit que 


Bite QE 
a—2 l—0 





mod 
Prenons maintenant une suite infinie de quantités 
nd, fe 
dont le module est égal à l'unité, et posons 


RE . 19=Ù 


1 
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En supposant mod z2— 0 < 1, la série est évidemment convergente 
et l’on a 


(ee) 


mod f (2) < TE 
1 


1 
+ 


PA . . L2 LL LL 
Développons -—" suivant les puissances croissantes de z, il vient 
An — 2 


n 


O= +++ 
1 /z A à 
+afGratat. 


La série double restant convergente quand on remplace chaque terme 
par son module, on peut prendre les termes dans un ordre quelconque. 
En particulier, il est permis d’ordonner suivant les puissances de z; la 
fonction f (2) peut se mettre sous la forme 


(PE fG)= D cz, 
1 


et le rayon de convergence de cette série est égal à l'unité. Il est clair 
aussi que le module d’un coefficient quelconque cz ne peut surpasser la 


constante >> à — 1,202... 


2. Nous allons étudier maintenant la manière dont varie la valeur 
de (2) lorsque z s'approche d’une certaine manière de la circonférence 
du cercle de convergence C. 

Mais il faut d’abord préciser les valeurs des constantes 

Gi Der se 
Si l’on représente ces quantités dans le plan par des points 
PP 
ces points se trouvent sur la circonférence du cercle C. 

Nous prenons a,, a, de manière que P, et P, se trouvent aux extré- 
mités d'un diamètre du cercle. 

Nous choisissons ensuite 4,, a, de manière que la circonférence se 
trouve divisée en quatre parties égales par les points P,, P,, Ps, P,. 
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En continuant ainsi, on choisira a;, a,, a;, a,, de manière que les 
points P,, P,, ..., P, sont les sommets d’un polygone régulier de huit 
côtés inscrit dans le cercle. 

Généralement pour 4—2"-1, on devra prendre 


Ak+13 Ak+2,..., 42k; 
de manière que la circonférence C se trouve divisée en 24 parties égales 
par les points P,, P:,..., Pax. 
Ayant défini de cette manière la suite infinie 
M Dis ihs, 
il est clair qu’on trouvera toujours un nombre infini de points P; sur 
un arc quelconque de la circonférence, si petit qu’on voudra le choisir. 
Il importe de trouver une limite inférieure de 
mod (a; — &;) 
(rs) 
Le nombre a, doit se trouver dans une des suites 
Ak+1, Ak+2, -.., A2k, 
(& = 2"), 
et il est évident qu’on peut prendre alors pour cette limite inférieure 
le côté du polygone régulier de 2k cotés inscrit dans le cercle, 


mod (a, — as) = 2 sin . 
et, par conséquent, 
5 TT 
mod (a; — a;) > 2 sin 21 


Pour simplifier, nous remarquons que l’on a 


2 sin x > %, 
tant que x ne surpasse pas de donc 
D . . modé,. — a.) +7 
(r > 8). 


8. Envisageons maintenant un nombre a; quelconque et posons 


2—=UxU, 
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w étant réelle et positive. Le point P qui représente z se trouve alors 
sur le rayon OP4. En faisant tendre vers l’unité, en croissant conti- 
nuellement, le point P s’approchera indéfiniment du point P;4 de la 
circonférence C. 

On a, d’après (1), 


ou bien 
1 
@ fau t)=r + rt), 
en posant 
En ! ax U 
=) (ut), 
1 
= 1 ar U 
F, (u) = a | 
: 2 n \an —axu 


Dans l'intervalle 0 £ « £ 1, la fonction F, (u) est évidemment finie et 
continue; nous allons voir qu’il en est de même de F, (u). Remarquons 
pour cela d'abord que 


mod sd | 


An — Ak ; — mod (an — ax) 





Pour le mettre en évidence, joignons par des droites le point P, qui 
aies 
représente a, avec O, P et P; et posons Px0 P, = y. 


À cause deu<1,ona 
4 sin? 3 p £ (1 + u)? sin? &p + (1 — w)° cos? 4 = 1 — 2 u cos p + n°: 
donc | 
u < 1 
V1 — 2u cos y +u? — 2sinty 


Mais cela revient à la limitation indiquée, car 








modaxu—OlP =", 
mod (ax —axu) =PPr =V1— 2 cos p + w?, 
mod (4än — ax) —= P, Pr — 2 sin 4 y. 





Dans la série F, (u), l'indice n est plus grand que k, et, à l’aide de (3), 
on trouve, par conséquent, 
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L é 2 
et cela dans tout l'intervalle 0<w<1. La série 7. ci étant conver- 


gente, on en conclut, d’après un théorème de M. Weierstrass (voir 
Tannery, Théorie des fonctions d’une variable, p. 185), que la série 
S 1 1 = axu ) 
k+1iN An —ArxU 
est absolument et uniformément convergente dans l'intervalle 0 £u<1. 
La fonction F, (u) est donc finie et continue dans le même intervalle, 
et lorsque « tend vers l’unité, F, (u) et F, (uw) tendent vers les valeurs 
finies F,(1) et F,(1). En posant F,(1)+F,(1)— A, l'équation @) nous 
montre donc que 





lim |f (au) — | . Le 


1l—u 


On voit par là que, lorsque la variable z s'approche indéfiniment de 
la valeur a; en conservant constamment le même argument que ax, alors 
la partie réelle de 


po = Ÿ cvs 
1 


est positive et croît au delà de toute limite. Au contraire, la partie 
purement imaginaire de f(2) tend vers une limite fixe. 


4. Soit maintenant (2, P,) un point quelconque à l’intérieur de C; 
on a 


Le) = (es) + Peu) (a — 20) + CD (2 — a) +, 


et le domaine de convergence est un cercle C, décrit de P, comme centre 
avec un rayon au moins égal à 1 — mod, 

Mais il est impossible maintenant que ce rayon soit plus grand que 
1— modz,, de manière que l'intérieur de C, tomberait en partie en 
dehors du cercle C. 

En effet, dans cette supposition une partie de la circonférence de C 
se trouverait à l’intérieur de C,. Prenons un point (ax, P;) sur cette partie 
de la circonférence C (il y en a une infinité). La valeur de f(2) devrait 
être finie pour z= 4; et, lorsque le point + s'approche de P suivant le 
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rayon vecteur, la valeur de (2) devrait tendre vers cette valeur finie 
de À (ax). 

Mais nous savons que cela n’a pas lieu, la valeur de (2) ne tend pas 
vers une limite finie, parce que sa partie réelle croît au delà de toute 
limite. 

En considérant la fonction f (2), le cercle C forme donc bien la limite 
naturelle pour le domaine de la variable z. Il est impossible de continuer 
cette fonction en dehors de ce cercle. 


LIV. 


(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 6, 1887, 210—215.) 


Note sur la multiplication de deux séries. 


Supposons qu’on ait deux séries convergentes 


S=U+u+us+..., 
= 0 +0 +v +... 

Lorsque ces deux séries sont absolument convergentes, on sait que 
la série Eu,vg formée par les produits deux à deux de leurs termes, 
écrits dans un ordre quelconque, sera absolument convergente et égale 
à st (Jordan, Cours d'Analyse, t. I, p. 110). 

Dans la suite, nous supposons que la série 


= 0, + 0 + dv +... 
est absolument convergente; mais quant à la série 
S—=U + U + us +..., 
nous ne supposerons rien de plus que sa convergence. 
Dans ces conditions, la série £u,v$8 n’est plus nécessairement abso- 
lument convergente, et par conséquent il faudra préciser l’ordre dans 


lequel on effectue la sommation. 
Ecrivons pour cela les termes u,v4 dans le Tableau suivant 


Ui Vis UoUi, Us, WMV, ., 
Un Vos UoVos UgVos UaVay +. 
Un Vas UV, Us Vas UaVgs 
UV, UV, UgVas UaUgs 


Sa NS ver RS 7 
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« 


ou, plus simplement, en indiquant les termes u,v par des points 





Traçons maintenant dans ce Tableau (A) une courbe C qui est coupée 
en un point seulement par une droite horizontale, et prenons la somme 
de tous les termes #,v$ qui se trouvent du même côté de cette courbe 
que w7. 

Si maintenant la courbe C se déforme d’une manière quelconque en 
s'éloignant indéfiniment, mais à la condition d’avoir toujours une seule 
intersection avec une droite horizontale, nous aurons fixé par là l’ordre 
dans lequel on doit prendre les termes de la série £u,v8. Nous allons 
faire voir qu’on a alors 

Eu,Vg = St. 


Soit L la limite supérieure des modules des sommes 
U; ’ 
U + Vo) 
U + Uo + Us; 
U + Uo + Us + Us, 
2 0:84 SECTE . . . . , 


et «, la limite supérieure des modules des sommes 


Un+1; 

Un+1 + Un+2» 

Un+1 + Un+2 + Un+s, 

Un+1 H Un+e + Un+s + Un+a 
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Alors L est finie et «, converge vers zéro en même temps que _ , parce 


que la série s — u, + u, + u, +... est convergente. 
Soit enfin 7, la limite supérieure des sommes 


mod Un+1» 
mod Un+1 + mod +0, 
MO Va+1 + MOd Vh+2 + mod vhs, 


Comme nous admettons que la série 
T = mod %, + mod v, + mod v, + ... 


1 
est convergente, 7, converge encore vers zéro en même temps que —. 
Posons maintenant 


8n = U + Uo +... + Un, 
fn = 0 + Vo +... + U, 
et prenons dans la série Zu,vg un nombre de termes assez grand pour 
y retrouver tous ceux du produit 8, #». 
La courbe C enveloppera alors le carré 


ur e e LL . . 
M ee %%]| + bp 
«y, C2 0 LA e e 








et, si nous prolongeons le côté horizontal inférieur jusqu’à l'intersection 
avec C, nous aurons 


IT 7 
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(Eua Vp)e = Sntn + P + Q. 


P=. v(un4a + Unye +...) 
+ Vo (Un+1 + Un+e +...) 


+ Va (un+1 + Un+e + ...), 


Q—=  Vn+i(u + U + ue +...) 
+ Un+a (us + uo + U3 +...) 
+ Un+s (ui + Uo + U3 +...) 


D'après ce qui précède, on a évidemment 
mod P << e, (mod v, + mod % + ... + mod. vs) < Te», 
mod Q < Ln», ‘ 
d’où l’on conclut, pour n — «, 
limP—0, lim Q —0, 
et, par conséquent, 


EuÇ,Ug — lim Sutn = St. 


C.Q.F. D. 
APPLICATIONS. 
I. Prenons les deux séries 
() 4... f(=a+as+as +asè+..., 
(9) . . . . . g(=b+bz+b À + be +... 
En ordonnant le produit suivant les puissances de z 
(8) - . . . f()9()=co+ar ++ +..., 


les courbes C sont des droites inclinées de 45°. 

Si les séries (1), (2) sont convergentes pour z = R et que la conver- 
gence soit absolue pour l’une de ces deux séries, alors, d’après le 
théorème démontré, la série (3) sera également convergente pour z=R 
et égale à 


f(R) g (R). 
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II. Prenons les séries 


rer +040 410. 





de=ac+ 030,10 


En multipliant, on peut mettre le produit sous la forme 





F (6 (9 An) id pr er 2 
en posant 
nn) =2r@a(%), 


d parcourant tous les diviseurs de n. Les courbes C sont évidemment 
des hyperboles équilatères. 

D'après notre proposition, lorsque la convergence de l’une des séries 
F(s), G (s) est absolue, alors la série 


LUDO 


sera convergente et égale à F(s) G (s). 
Nous énoncerons encore la proposition suivante : 


k (1) + 





Supposons que les séries F(s), @(s) soient convergentes pour $—a, 
elles seront encore convergentes pour s > a. Si maintenant la conver- 
gence n'est pas absolue, on pourra cependant déterminer deux nombres 
positifs 8, y, tels que la série F(s) soit absolument convergente pour 
8— a + B, et la série G (s) absolument convergente pour 8 — a + y. 

Alors la série 


1410410. 





est convergente et égale à F (s) G (s) pour les valeurs de s > a + B = re 


Cette série est aussi convergente et égale à F(s) @ (s) pour s=a +1. 
Lorsque £ ou } est égal à zéro, on retombe sur la proposition dé- 
montrée plus haut. 


LV. 


(Acta Math., Stockholm, 10, 1887, 299— 302.) 


Table des valeurs des sommes S; — art, 
À 


Dans le Traité des fonctions elliptiques et des intégrales Eulériennes 
(tome II, pag. 432), Legendre a donné avec 16 décimales les valeurs de 
So 

Cette table de Legendre ne contient pas de graves erreurs, mais la 
comparaison avec nos résultats montre que dans 6 cas les valeurs de 
Legendre ont besoin d’une correction d’une unité de la dernière (seizième) 
décimale ; ce sont les suivants: 


S 5 S;) S 10) S 11) S 16» S 35) 
corrections — 1, + 1, + 1, +1, + 1, + 1. 


Ces nombres $, figurent dans le développement 


log L'(1 + x) = — Cx + SE ser, 
2 


et la table de Legendre a ainsi servi de base au calcul des coefficients 
du développement de la fonction entière [l'(x)]-! entrepris par M. Bour- 
guet, (Acta Mathematica t. 2, p. 271 et suiv ). 

La disposition de la table suivante n’exige aucune explication, mais 
nous devons indiquer l’approximation des valeurs inscrites dans le 
tableau. 

On a donné le résultat brut d’un calcul faitavec 32 décimales. Chaque 
nombre est la somme d'un certain nombre (trente au plus) de nombres 
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calculés à une demi-unité de la 82ème décimale près. Par conséquent 
l'erreur d'une des valeurs données sera toujours inférieure à 


0,0000000000 0000000000 0000000000 15. 


Mais il va sans dire que l’erreur sera presque toujours notablement in- 
férieure à cette limite, d’abord par suite d’une compensation d'erreurs 
et ensuite aussi parce qu’à partir de 4 — 22 on a obtenu $4 par l'addition 
de moins de 30 nombres partiels. 

Les relations 


(ee) 


3 * 1 
Zu D= An Nr + 


permettent de contrôler l’ensemble des calculs. La première vérification 
donne une erreur de 5 unités, la seconde une erreur de 3 unités de la 
89tme décimale. 
Sx 

1,64493840668 4822643647 2415166646 03 
1,20205690381 5959428539 9738161511 46 
1,0823232337 1113819151 6003696541 18 
1,0869277551 4336992633 1365486457 03 
1,0173430619 8444913971 4517929790 93 
1,0083492773 8192282683 9797549849 82 
1,0040773561 9794433937 8685238508 65 
1,0020083928 2608221441 7852769232 40 
1,0009945751 2781808533 7145958900 34 


© OO J OO Où D 


Li 
Lu, 


Li 
nd 


1,0004941886 0411946455 8702282526 46 
1,0002460865 5330804829 8637998047 72 
1,0001227133 4757848914 6751836526 37 
1,0000612481 3505870482 9258545105 14 


1,0000305882 3630702049 3551728510 66 
1,0000152822 5940865187 1732571487 66 


1,0000076371 9763789976 2273600293 54 
1,0000038172 9326499983 9856461644 61 
1,0000019082 1271655393 8925656957 80 
1,0000009539 6203387279 6113152038 70 


CO ns be bed el end ed fat jui 
© © OO =] O Où H O9 bo 
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1,0000004 769 
1,0000002384 
1,0000001 192 
1,0000000596 
1,0000000298 
1,0000000149 
1,0000000074 
1,0000000037 
1,0000000018 
1,0000000009 


1,0000000004 
1,0000000002 
1,0000000001 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 


1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 


D4 - 
3298678780 
5050272778 
1992596581 
0818905125 
0350351465 
0155482836 
5071178983 
2533402478 
6265972351 
9132743241 


6566290650 
3283118336 
1641550172 
5820772087 
2910385044 
1455192189 
0727595988 
0363797954 
0181898965 
0090949478 


0045474737 
0022737368 
0011368684 
0005684341 
0002842170 
0001421085 
0000710542 
0000355271 
0000177635 
0000088817 


6463116719 
2990003648 
1073067788 
9479612440 
2280186063 
5041234658 
5429491981 
8457054819 
3049006403 
9668182871 


3378407298 
7650549200 
7005197759 
9027008892 
4970996869 
1041984235 
5057481014 
7378651190 
0307065947 
4026388928 


8304215402 
4582465251 
0768022784 
9876275856 
9768893018 
4828031606 
7395210852 
3691337113 
6843579120 
8421093081 
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TABLES DES 


1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 


(1,0000000000 


1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 


1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 
1,0000000000 


VALEURS DES 


4 
0000044408 
0000022204 
0000011102 
0000005551 
0000002775 
0000001387 
0000000693 
0000000346 
0000000173 
0000000086 


0000000043 
0000000021 
0000000010 
0000000005 
0000000002 
0000000001 
0000000000 
0000000000 
0000000000 
0000000000 


SOMMES 5%. 


9210314381 
4605079804 
2302514106 
1151248454 
5575621361 
7787809725 
8893904544 
9446952165 
4723476047 
7361738011 


3680869002 
6840434499 
8420217249 
4210108624 
7105054312 
3002527156 
6776263578 
3385131789 
1694065894 
0847032947 


34 
20 
61 
81 
24 
24 
16 
92 
58 
99 


06 
72 
42 
57 
24 
10 
04 
02 
51 
25 


103 


Nous avons mis à profit nos résultats pour calculer la constante 
Eulérienne d’après la formule 


00 


1 


S2x+1 — 1 


C = 1 + log 2 — log 3 — rie 


et nous avons obtenu la valeur suivante qui est exacte avec 33 décimales : 


C — 0,5772156649 0153286060 6512090082 402. 


LVI. 


(Paris, C.-R. ass. franç. avanc. Sci., sess. 16, 1, 1887, 168.) 


Sur les maxima et minima d’une fonction étendue sur 


une surface fermée. 


Pour une surface fermée simplement connexe, le nombre des maxima 
et minima surpasse de 2 unités le nombre des cols (points où il ya 
maximum par rapport à deux angles dièdres opposés, minimum par 
rapport aux angles dièdres supplémentaires). C'est un résultat qui 
découle facilement d’un article de M. Reech (Journal de l’École poly- 
technique, Cah. 87). 

En généralisant, pour une surface fermée quelconque, 24 + 1 fois 
connexe, on trouve 2—2% pour la différence entre le nombre des 
maxima et minima et le nombre des cols. 


LVII. 


(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 7, 1888, 26 —31.) 


Sur une généralisation de la formule des accroissements finis. 


1. M. H. A. Schwarz a donné, dans les Annali di Matematica de 
Brioschi (série IT, t. X) le théorème suivant: 

Soient j, (4), (1), ..., fn (t) des fonctions réelles d’une même variable 
réelle 4. On suppose que ces fonctions, de même que leurs dérivées 
jusqu’à l’ordre n — 1 inclusivement, sont finies et continues. 

Dans ces conditions, si 4, t,,...,/, sont n valeurs différentes apparte- 
nant à l'intervalle a, b, le quotient 


A) RG) eh) Plume) 
fie) RD h@) |, 1h.) 
| 


fan) fan) ee fat) | Tite.) 


n'est pas plus grand que . et pas plus petit que 
P 8 D RD a De Pre pe 





11213 — @— Di M désignant la plus grande, m» la plus petite des 





valeurs du déterminant 


fi (€) fa (€) .. fn (€) 
fi (e”) fa(e") . fn (67) 
PATOR ET ORT ET 
sous les conditions 


re, lSrPSU: SE" Shi... -0SIO S D. 
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Comme le remarque M. Schwarz, ce théorème permet d'établir, d’une 
manière rigoureuse, certaines propositions fondamentales dans la théorie 
des courbes planes ou gauches. Soit, par exemple, M un point d’une 
courbe gauche, et prenons sur cette courbe trois points infiniment voisins 
de M. Le plan osculateur en M est la position limite du plan qui passe 
par les trois derniers points. A l'aide du théorème de M. Schwarz, on 
reconnaît aussi clairement les conditions dans lesquelles cette proposi- 
tion est exacte. 


2. La démonstration que M. Schwarz a donnée de son théorème est 
extrèmement simple. La circonstance qu’elle exige des intégrations 
nous a conduit à chercher si l'on ne pourrait pas arriver au but d’une 
manière plus élémentaire. 

Nous avons reconnu alors que le quotient considéré est égal à 


A) AR) ee Tete) à | 
1 At") fa (€) DR Te HE 
1121381...(n—1)! a pie 

AGE) FE). je)! 





où 
dl —k#, 
(=(h, db), 
= (hi, bte), 
Ai LE lo: ln), 
(lt, ..., tx) désignant un nombre compris entre le plus petit et le plus 
grand des nombres #,,4,,..., tx. 


3. La démonstration de ce théorème s'appuie principalement sur le 
lemme suivant. ; 
Si une fonction (1) s'annule pour » valeurs différentes de la variable 


f(t) =0, f(t) = 0, “Nr (tn) = 0, 
alors on a 


fa (8 =0, 


Em RE, DX 
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Il faut supposer que la fonction / (!) admet des dérivées f(t), f/'(t), ..., 
f®-—? (t) qui sont finies et continues et que /*-?({) admet encore une 
dérivée finie ft -1(f), mais on n’a pas à supposer que /(*-1({) soit continue. 

En effet, soit, par exemple, n —3 et 

CLR 
Ayant ; 
f(t)=0, f(b)=0, f(t;) = 0, 


on en conclut d’abord 
f'(t")=0, f'(t")=0, 


t' étant compris entre #, et {, (en excluant les limites), et //’ entref, et ki. 
Ayant donc 
 # "4 é, 


on voit ensuite que la fonction f’’(t) doit s’annuler pour une valeur de 
la variable comprise entre f/ et {”', valeur qui sera comprise aussi entre 
t et ts 


4, En s'appuyant sur ce lemme, la démonstration du théorème 
énoncé est très facile. Nous supposerons n — 4, et posons 


fon) kfx)..k(x)| |1 à À ©. 

(1) f() 9) h(y) kw). 1 y Ÿ y |, 
FU) 96) hf) 8) 1 6 2 T7 
ft) gg 1Q kbliites) 

Considérons la fonction 
|f(&) gx) h(x) k(x) | 1 x dd 
__|f(y) g(y) h(y) k(y) 1.y 
AI | #00 g (2) 6) &(e) | 42% 2 #8 + 
| f(u) ge) hu) k(u) | |1 u  w 


Il est clair qu’on a identiquement 
F(x)=0, F(y)=0, F()=0, 
et encore, à cause de la valeur A, 


F (t)= 0. 
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On en conclut 
F()—=0, 
où 
= (x, Y ; 2, t), 
ce qui revient à 


(JG) 4@) 1@ kG@ | RREU 
G) gg) h(G) kG) |. TU 
Die ve +0 ei / ABS 


| f"@) gg) h"@) "(0 | 
Soit maintenant 


f(x) 9x) h(x) k(x) | 


 f(y) g(y) h(y) k(y) | F2 
LUS (CHR SES 2 


| Fa (£) 7 (£) h'"! (ê) k'’! (6) 
Il est donc clair qu'on a 
S(x)=0,  G(y)=0,  S(2)—0; 
donc 
S"(7) =0, 
où | 
7 — (x, y) 2). 
On a, par conséquent, 


(f@) g@) A (x | 
FU) 96) h(y) k(y) | DAT 

Oro ge) 2e) 600] COTES 
| | lé (£) ” él (Ÿ) à" (£) k'"(È) 


Considérons enfin la fonction 


f(x) g(x) h(x) k(x) | 

su )/() 9%) RG) EG) 
Fr) 9g"(n) k’(n) k"(n) 
f"(&) g'''(£) h'"{(à k'"" &)) 


Il est clair qu’on a 


de "A 
rriled.: 1. 2.8 | À. 
lu 





5(&)=0, 6 (y) = 0. 
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donc 
ÿ'(£) = 0, 
où 
E = (x, y). 
Or cela revient à 


f(@) g(@) ht) ka) 
f'E) g'@ #@ KE : 
tent. 2:4:8.8.8A=0, 

fn g'@ K'G Km) | 

d (£) g'! (£) h'" (£) k!'! (£) | 

ce qui est l'expression du théorème annoncé. 

On remarquera que cette démonstration suppose seulement que les 

dérivées secondes 


f"@), og"), Rk”(@), &k”( 
admettent des dérivées | 
| xd (t), g'! (t), h'" (é), k!!! (é); 


mais il n’est pas nécessaire de supposer que ces dernières fonctions 


(4) 


soient continues. 

Mais, si l’on ajoute cette dernière condition [la continuité de /”/(t), 
g''(t), k!'(1), k”’(t)], on conclut directement que, si x, y, 2,t tendent 
vers une même limite 4, on a 


f(a) ga) h(a) (a 
f'(@) g'(a) ha) #'(a) 

f'(a) g'(a) k”'G@) k”() | 
| id (a) 1 (a) h!"! (a) k!'! (a) | 


| 
1 | 
1.1/41.3% 





lim À — 


LVIII. 


(Paris, Bull. Soc. math., 16, 1888, 100— 113.) 


Sur une généralisation de la formule des accroissements finis. 


1. Soient f(u), g(u), k(u), k(u) quatre fonctions réelles de la variable 
réelle u. On suppose que ces fonctions sont finies et continues, ainsi 
que leurs dérivées du premier et du second ordre, et enfin que 


f'@), 9"), NW’), K'(0, 
admettent encore des dérivées 
fu), g'(u), h''(u), k!(u) 
mais qui ne sont plus nécessairement des fonctions continues. 
Si maintenant x, y, z, t sont quatre nombres inégaux, nous allons 
considérer le rapport des deux déterminants 


| f(&) g(x) h(x) k(x) | 
| (Y) g(y) A(y) k(y) 
| fG@) g@) R(2) k(2 
FO g@ RG k(® 





l1lz À » 

LI y 

A = | 

1 LP 0. 

Lt. 
Nous désignerons ce rapport par A, 
D 
A=T- 


Il est clair que A est une fonction symétrique de x, y,z2,t, et nous 
pouvons supposer 


D VC EEE 
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On a ainsi 


f(&@) gx) ha) k@) | 1x + 
EONOEUROIMNESEN IR 
| fe) g@) ho k( . LICE if | 

f& g@ AE k(E RICHE 





Remplaçons, dans le premier membre, { par une variable w, on 
obtiendra une fonction de # qui s’anhule pour u—z et pour uw —1#, et 
dont la dérivée s’annule par conséquent pour une valeur u = £, —(z, 1), 
en désignant par (2,t) un nombre compris entre z et { (en excluant 
les limites). 


On a donc 
Lf@) gG@) kG@) k@ [ze + | 
F@ 9 RG ED Lu À 
f@) g(@) AG k(@ | ES 
l'E) g&) WG) kG)| US CIRE TE 


Remplaçons, dans le premier membre, z par une variable u: on ob- 
tiendra une fonction de « qui s’annule pour uw —7 et pour u—2 et 
dont la dérivée s’annule pour u — 7, —(y, 2): 








 F@) g(x) h(x) k(x) | OC à a | 
f@ g@ hG@) k@ | 1  wl_, 
L'En) 9/6) h'Gm) #'Gn). 0128 8m) 
En g'E) hG) k'G): 0 1 24 8% 
En continuant ainsi, il vient 
f@ g@ h(® k() tie | 
f@) a°@ WG) F@ | 10 136 88, 
fn) g'(m) km) k Cm) | RS RE T UNE 
f'G) 9) NE) k@) | l'o1 #5, 84 
= (x, y), M = (Y, 2), & = (2, t). 
LLE<Lm< Lt. 


Remplaçons maintenant £, par une variable «, on aura dans le pre- 
mier membre une fonction de qui s’annule pour u—#,, u—£, et 
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l’on en conclut 











Fa) gx) h(x)  k(x) 12 #1 # 
l'E) g'@) '(®) ‘ KE) y à ONE 2p WA 6 
| l'O) 9’) km) km) 0 1 2m 3m 
|f"G) g"@) N'(G) (C2) 06 20464 


Lo = (71 Gi); 
D LE LM < bo Lt. 


En remplaçant encore y, par une variable #, on trouvera, par le 
même raisonnement, 











LF(@) gt) ht) kr) | is: M + 
FE r@. NE, HO ER 
FC) 9") NO K'(n . die Vtt PES AE 
| f"G) 9g”() h"(G) k"(G) | nd bd. à 7 
1 (£, M), 
TELLE <t: 

Et, si nous remplaçons enfin £, par une variable w, on trouvera 
| f(x) g (&) h (x) k (x) L 2: fi: | 
fl g@ KE KE 10128, 
Cf") gen k”’(n kr) LE Du Ch AS 
| Fe (Ë) Fe (Ë) h''! (Ë) k!'! (Ë) | 0 0 0 6 | 

ë = (7, Lo); 
LLELY<LÈ<t, 


c’est-à-dire 


F@)  g(@) hk  k() 
1 l'O g' kE  K'(E 
1121381 |f"(n gg’) k'(n k'(@) 
f"@ g”@ hk”"@ kK"@ 
Ayant E—(x, y), m —(y, 2) et n = (£, .), on en conclut n = (x, 2) 
et l’on trouvera de même £ —(x, t). 
Le résultat que nous avons obtenu peut s’énoncer ainsi: 


CE 








Le rapport A n'est pas pl d Fe. lus cetit que 
pp st pas plus grand que :,5,3; et pas plusp qu 
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ETES , en désignant par M la plus grande, par m la plus petite des 
valeurs du déterminant, 

f (u) g (u) h (u) k (u) 
fu)  g'(&w) h'(w)  k'(u 
p (u/”) g"’ (u’’) 7 (u’”) k!’ (u/’) 
PH (u’/’) 2: (u’/’) 2! (u’’”) 2 (u/’!) 








sous les conditions 

#4, 
u SW <£y, 
W £w' <a, 
US À 


C'est là un théorème qui se rapproche beaucoup d’un autre théo- 
rème donné par M. H. A. Schwarz (Annali di Matematica de Brioschi, 
séri II, t. X). La limitation que nous venons d'obtenir est un peu plus 
resserrée que celle donnée par M. Schwarz. 


2. Notre démonstration suppose seulement que les fonctions 


fu), g”(u), k7(u), K7(u), 
admettent des dérivées 
* #f (u), g'"’ (u), A7 (u), &’/' (u). 
Mais supposons maintenant en outre que ces dernières fonctions 


soient continues, et faisons tendre dans la formule (1) x, y,2 et { vers 
une même limite a; il viendra 


| f (a) g (a) k (a) k (a) 
x À - Le g’ (a) k' (a) k” (a) 
112181 fa ga h’(a k”’(a) 
f"@ g"@ K’@ K"@ 
Considérons le cas où les nombres x, y, 2, t tendent de telle façon 
vers la limite a, que a n'est jamais en dehors de l'intervalle (x, #). 
Nous allons montrer que la formule (2) subsiste alors sous des condi- 
tions bien plus larges relatives aux fonctions f(u), g(u), h(u), k(u). 
En effet, il suffit alors que ces fonctions soient finies ou continues 
Il 8 


(2) . . limA— | 
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ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre, et que les 
expressions 


f'a+h—f"@  g'@a+h)—9"(a) 














h h 
WOFNEI® *" ORDER 
h h 


tendent pour h —0 vers des limites déterminées que nous désignerons 
encore par f’’’ (a), g'’ (a), hk’’’ (a), k’” (a). 

On voit donc que dans la suite nous ne supposerons pas l'existence 
des dérivées f’’’(u), g'”’(u), h''’(u), k//’(u) pour des valeurs de la vari- 
able autres que a: la formule (1) devient donc inapplicable. Mais nous 
supposerons toujours 

t< 4, 
a st. 


3. La démonstration de la proposition que nous venons d’énoncer 
se compose de deux parties. 

D'abord on démontrera que la proposition est exacte dans certains 
cas particuliers; ensuite on ramènera le cas général à ces cas parti- 
culiers. 

Posons 


f(x) g(x) h(x) Kk(x) 
[(y) g(y) h(y) k(y) 
f(2) g(e) h(:) k(e) 
Of) g(é) A) k() 


En remplaçant { par une variable , on conclura 


f(x) gx) Rx) k(x) 

f(y) g(y) h(y) k(y) 

(a) g(e) hfz) k(e) 

f(@) g'() h’(&) #(6) 
Ci =, 1) 


(3) —(t— 2) B—0. 








(4) — B—0. 








Soit maintenant 


iébrsene iniuk ad B—(2—7)c. 
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Après avoir substitué cette valeur de B dans l'équation (4), on 
trouvera 


| (x) g(x)  h(x) D 
f() g{(y) h(y) 


® (fm) dm) (mn) xt) |” o 
| f'(G) g'(&) h’(&) Æk’() | 
M = (y, 2). 
Posons 


PR 2  * 1% LT DD 


et substituons dans l'équation (6): on conclura encore par le même 
raisonnement 


f(x) g(x) h(x)  k(x) | 
f'(#) g'(8) h'(E  k'(à 
 FOSENÉERE — DE 0. 
@ fm) g'(m) km) km) : ù 
fn) gs) hk'(&) k’() 


Ë— (x, y). 





Soit encore 


à, D, -1)2, 


il viendra 


f@) g@) h@ 4G) | 
rO dE KE KO n 
D Fe) o@) ft) EG 


die JO KO k'© 


E—(m; Gi); 
et si nous posons enfin 
D. | Rest nn 
on aura 
| PO: 0 10, KE. 
| fr / / 2 (E\ | 
(2) de ASS CDS AG 


4 |—F= 0. 
PT gen h7Cn KT) 


PR de O5: #0 :HQ 
n = (Ë, M); 
mLE<n<E<t 
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Les équations (3), (5), (7), (9), (11) montrent qu’on a 


D 


= G—=ie cp v CIEe E 





et, comme on a 
=(t—2)({—7y)({ — x) 
X (2—y)(z— x) 











X (y — x). 
il vient 
D tres, AT set 1 0, à 
D ns a=(i 2) (he ne à 
et, d’après l’équation (12), on a 
f@ gt h(X) k(x) 
(14) EF _|F@ ge NO" F@ 
t — % f (7) g' (7) »"" (n) k'’ (n) 
r Q R S 
en posant 
D OT = OT @) 





t— x t— 2 
Remarquons d’abord que, à cause de 
h=(G,0, m=U,2,  EË=(&,9y), 
on aura évidemment 
G 
l 


Par conséquent, dans le cas où l’on aura 


— "Coe J 
o<iTh<1, o<h—É<1 


x 


linie-Ÿ #50; 
“A 


la formule (13) permettra d'en conclure 
lim A = 0. 
Examinons maintenant l'expression = donnée par la formule (14). 
La valeur de P peut s’écrire 


el en en 








SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS. 117 


D’après notre supposition, a n’est pas à l'extérieur de l’intervalle 
(x, t), & et n sont à l’intérieur de cet intervalle. Par conséquent les va- 


Ê—a nn — 
leurs absolues de VE et ;— 


D'autre part, d’après notre hypothèse, 
f'&)— Le 0) —É"{0) 


Ê—a ; n — à 





a Ô | ps 
: sont inférieures à l’unité. 








tendent vers une même limite f”/’ (a). 
Par conséquent, lorsque f’’’ (a) —0, on aura certainement 


limP=—0, 


et même, lorsque f//’ (a) n’est pas nulle, P restera toujours fini. 

Les mêmes conclusions s'appliquent évidemment aux quantités 
Q,R,S, et, si l’on remarque que les autres éléments du déterminant 
(14) tendent vers des limites finies, on arrive à cette conclusion : 

I - Dans le cas particulier où l’on a 


f'(@)=0, g’'(a)—=0, N'’(a—=0, %7”(a)—0, 
la proposition énoncée est certainement exacte, et l’on a dans ce cas 
lim À — 0. 
Supposons maintenant que l’on ait seulement 
f'(a)=0, g’’(a)=0, hk”(a)—0, 


mais k4//’ (a) z0. Les quantités P, Q, R tendront vers zéro, S restera 
fini. Or le coefficient de S, dans le déterminant (14), est 


f(x) g(x) h(x) | 
f'@ 9 »(G@}, 
Fr) gr) K’'(n) 
et les fonctions f(u), g(u), h(u) étant finies et continues, ainsi que 
leurs dérivées du premier et du second ordre, ce coeffcient tendra vers 
zéro dans le cas où l'on a 


|f(a) ga)  A(a) 
f'(a) g'(a) k’(a) 
|f'(a) ga) k”(o 


= QG 
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On en conclut: 
IT Dans le cas particulier où l'on a 


f'4(a)=m0, 9"! (a}=), h''’(a)=0 

et 

fa) g(a) ha) | 

fa) g’(a) (a)  —0, 

| Pad (a) g'’ (a) h’’ (a) 
la proposition énoncée est exacte, et l’on a 
lim A = 0. 
Considérons enfin le cas 
f(x) =1, g(x)= x, h (x) = à. 


On a identiquement 

















SC, k (a) — Os 
12.0 kit) k'!” (a) 
. | 1 2 AD RS 
oi RAS Lis: 8 k (o) KO). à 
1 t l? k (6) us 
1 ét LE k( —# ee 
. 
__ k/" (a) 
=1934+M. 
Or on a, d’après (1), 
M 
im =), 


en sorte qu’on trouve dans le cas actuel 


2 124 (a) 
imA=TS 5 


IT. Dans le cas particulier 
f(&)=1, g(x)=x, h (x) = +, 
la proposition énoncée est exacte et l’on a 


é A k!'’ (a) 
MAS Ts 
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4. Il sera facile maintenant de traiter le cas général. 
Pour abréger l'écriture, nous désignerons le déterminant D ainsi 


| f(x), g (@), h(x), k(x) |. 
Comme nous avons déjà traité le cas 
LT (a) ST dé (a) — | “ri (a) — td (a) — 0, 
nous pourrons supposer que l’un au moins de ces quatre nombres ne 


soit pas nul, soit 
k'!! (a) 0. 
Posons 


Fe) EE @ = À @), 


ge) — PE = 0 
h''’ (a) 


A 2 7 Vod acda de (&); 


on aura identiquement 


D=|f(), g(@), h (x), k(&) |, 
et il est clair qu'on a 
fr (@)=0, gr (a) =0, hi" (a) = 0. 
Par conséquent, dans le cas où le déterminant 
 A@ @ M. 
D,=| fi(a) gi(a) (a) | 
fi(@) gf@) AMG) 
est nul,ona 


lim À —lim A —0, 


d’après le lemme II, ce qui est bien conforme avec la proposition 
générale. 

Nous n'avons donc qu’à considérer le cas D, Z 0. Or, dans ce cas, 
l’un au moins des mineurs de D,, qui sont les coefficients des éléments 
de la dernière ligne horizontale, doit être différent de zéro. Supposons 
que ce soit 

_|A@ 
2 | fA@ gg | 
qui n’est pas égal à zéro. | 
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Un au moins des éléments f, (a), g, (a) doit être différent de zéro: 
supposons que ce soit 


D; — fi (a) 
qui n'est pas nul. | 
Calculons encore les constantes 


D D 
ue =" Tr =D, 


On a maintenant identiquement 
AG AO, h@, A] A @ à), (@—a), k(@) 


+ A @ 9 Go, M @ — a, kw |, 





Fi 
1 l 


+ A @ a @ — À @— a), &@— a), |, 


|A @), 91 @, (& — a, k(x) | = 1 (@), (& — à), (x — a}, k (x). 


(A), z—a, (x— a}, k(x)| = r |1, xz— à, (t— a), k(x)| 
+ A (&)—7r, z—a, (x — a), k(x) | 


et par des substitutions successives 
Tr |1,æ—a, (x — a}, k(x)| 
+? + (A @)—7r, —a, (x— a}, k(x) | 
+55 AG a @—T @— a), (@— a), k@ 
+ LA @, go, lo — À 6e — a), k (|. 


En divisant par A et en passant à la limite, on trouve directement 
les limites des rapports des déterminants au second membre par les 
lemmes IT et III. En effet, ayant 


(1, æ— a, (x — a}, k(x)|—=|1, x, x°, k(x)|, 


il vient d’abord, d’après III, 


lim | 1, x, a?, k(x)| : A = 





1.2.8", (0) 
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Les trois autres rapports sont nuls d’après le lemme IT; en effet on a 


TTC "0 


fi (a) 1 O0 |—2(D;—7r)—=0, 
fi (a) + nd: 4 | 

fi (a) g: (a) 0 

fit) g(a—g 0 |—2(D; —gD;) =0, 


fi(@) g'(a) 1.2 
ft) ga) (a) 














fi(a) gi(a) hi (a) Std pute 
{(a) gf(a) (a) —p 
Il vient donc 
à K" (a) f.(a) gi(a) k(a) 
im D PO pr) (a) gé(e) (0) |—= 
fi(a) g'(a) A(a) 
f(@) ga) ka k (a) | 
__ 1  |fi@ gi) Ml) # (a). 
112181) ff() g(@ (a k'( 
0 0 O  K"(a)| 
ou 
f (a) g (@) k (a) k 
imD 1 |f@s#(@ nt Kx( 
A  112138!}f'(a) g’(a) *’(a) #’(a) 
fr (a) g" (a) lé (a) k"' (a) 





Notre proposition est ainsi démontrée dans toute sa généralité. 

Il est clair que la condition que a n’est jamais en dehors de l’inter- 
valle (x, t) sera toujours satisfaite si l’on suppose que l’un des nombres 
z, Y, 2, t reste constamment égal à a; les autres peuvent alors tendre 
vers a d’une manière quelconque. 

Nous avons considéré des déterminants du quatrième degré, mais 
il est à peine nécessaire de dire qu’on peut énoncer un théorème ana- 
logue dans le cas d’un nombre quelconque n de fonctions n Z 2. 
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5. Pour montrer une application, considérons une courbe gauche 
x = (t), y = y (t), 2 —}(t), 
p{t), y(t), x(t) étant des fonctions réelles de la variable réelle t. 

Soit M un point de la courbe, correspondant à 4—#,. Nous adopte- 
rons la définition suivante du plan osculateur en M: le plan osculateur 
en M est la position limite (s’il y en a une) d’un plan passant par M et 
par deux autres points de la courbe, qui sont infiniment voisins de M. 

Les deux autres points correspondant à 4—t, et 4—t,, l'équation 
du plan passant par les trois points est 


| 1 wyi(t) 4 (to) | 1 % (to) P (to) | 
1 y(t) (4) [X—p(tH]+|1 74) pt) 
1 y(t) x(t) 1x(t) (tb) 


1 CY — y (to)] + 
1 

1 pt) y). 
1 

1 





pt) wi) I[Z— x(6)]=0. 


lt) y) 


Supposons maintenant que les trois fonctions 





#0 EE ‘ 
soient finies et continues, ainsi que leurs dérivées 
Pr Pr 4 
et enfin que ces dernières fonctions admettent des dérivées, mais pour 
la valeur particulière t—t, seulement. 
En divisant alors par 


1 ge 
Er à 
1 & | 


et en faisant tendre {, et t, vers t,, il viendra 


| p’ (ko) x’ (ki) | 4! (to) p’ (ko) 
X — ET 
re RE) on lEE = 
®” (to) #’ (bo) 
2 — 0, 
A P°"(t) p’’(t) L 2 (ho] 








Par conséquent, si cette équation représente un plan déterminé, 
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c’est-à-dire si les coefficients de X, Y, Z ne s'évanouissent pas à la fois, 
ce plan sera d’après notre définition, le plan osculateur en M. Et l’on 
voit que l’existence de ce plan suppose seulement que 


P'(bo+n)— pt) +) —v"' (to) 2 Co + A) — 7’ (fo) 
h ‘ h à h 








tendent vers des limites déterminées pour h —0. 

C’est là un fait analogue à ce qui se présente dans la théorie des 
courbes planes, lorsqu'on définit la tangente en un point M comme 
limite d’une sécante passant par M, et par un second point de la courbe 
infiniment voisin de M. Alors, si l'équation de la courbe est 


y = f(x), 


l'existence d’une tangente en M (a, b) suppose seulement que 


TIGE TA) 
h 


a une limite déterminée, mais la fonction f(x) peut très bien ne pas 
admettre une dérivée pour d’autres valeurs de la variable. 

Il est clair que la proposition que nous avons établie permet d’énon- 
cer des propriétés analogues relatives à l'existence du cercle osculateur, 
de la sphère osculatrice, etc. 


LIX., 


(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 7, 1888, 161—171.) 


b 
Note sur l'intégrale Î f(&) G (x) dx. 


L'objet de cette Note est la démonstration de la proposition suivante: 
Soit f(x) une fonction non décroissante entre les limites x — a et 


x = b (a < b). Alors il est toujours possible de déterminer »n constantes 
L;, Lo ; 0. Tn 


BU << La Lee IR Mani Ci CD, 
et n + 1 constantes à, , &,..., An +1 qui sont comprises respectivement 
dans les n + 1 intervalles formés par les n + 2 quantités 


fa), Fu), Fa), ..., f(&n1), f(&n), FO), 


de telle façon qu’on ait 


[r@ Gon (x) dx 
=& [ Gon(a) da + a [ Grn(o) da 
+5 [ Gon(o) da +... 


Un b 
+ an | Gon (x) dx + an+1 ] Gon (x) dx. 


Ln—1 Ln 


Gen (x) étant un polynôme quelconque en x du degré 2n au plus. 


1. La détermination des constantes xx, ax est évidemment un pro- 
blème déterminé car les conditions imposées fournissent 2n + 1 relations 
entre ces inconnues. Pour les écrire, nous pouvons prendre 


Gon (x) = (x — aŸ 
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en faisant 


Il vient ainsi 
+1) (e— a) r(o da 


@...l =—@—a)(@—a}t | (k—0, 1, 2, .…, 2n). 
— (a3 — a) (x — a) +1 


\ — (An +1—0n) (Æn— Q)* +1 + an+1(0—a)" F1 
Remplaçons dans cette relation 4 par k + 1 et retranchons les deux 
équations, après avoir multiplié la première par b— a; on aura 


[TE— a+ 1) — (+2) (6 —a(e — a} da 








D Ua) a)" | (4 —0,1,2,...,2n—1). 
— (a3 — 49) (b — 2) (29 — a)* +? 


— (n+1 — An) (d — Æn) (tn — a) F1 








Pour simplifier, nous posons 
(3) nt à (ax+1 — ax) (b — xx) (Gr — a) = Ar = SU n). 
et nous remarquons que 
ÎLE — à) + 1) — (6 + 2) (ù — a) (x — a) r (a) da 
= (b— 2) (x — a)41 f(œ) — | (b — x) (x — a) +1 P' (x) 


Les relations (2) peuvent donc s’écrire 


fo) (x— a)*+1f'(x)dx 


= À, (&, — a} + As (to — a} +... + An (an — a)° 


et il est clair par là qu’on aura 


[ex (x — a) f' (2) Con 1 (x) dæ 


(k=—=0, 1,2,...,2n— 1), 


= À, Gon—1 (x) +- Ao Gon—1 (2) + De ee An Gon—1(Zn)» 


Con 1 (x) étant un polynôme quelconque en x du degré 2n — 1 au plus. 
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On reconnaît maintenant que la détermination de x,, 2, ..., 2, A, 
A°,-.., A revient à la solution d’un problème bien connu. On sait que 
Li, Lo, --., An SONt les racines de l'équation 

(6) . . . . . . Pha)=dtog"-1L,, =0, 


P, (x) étant le dénominateur du degré n d’une des réduites de la fraction 
continue 





LE @— 2) (2— a) f' (2) 
” | — d2 














T — 2 
(6). . . : tm lo 
4 
b 
x — a, — 2 


Ces racines sont réelles, inégales et comprises dans l'intervalle (a, b), 
et nous pouvons supposer 


GC LL Lo Te KT La D 


On connaît aussi l'expression des constantes Az qui sont positives. En 





posant 
d Pr NES n 
Qn (x) = | @—2) (2— a) f' (2) es @ &z, 
pe est une des réduites de la fraction continue, et l’on a 
Qu (xx) 
Ar = —— k=1,1,85.,0 
. P, (xx) . 


On peut encore se servir de la formule suivante qui n’exige pas la 
connaissance du numérateur Q, (x), 
ki l “à D 
Pn1 (tx) P, (x) 





RL —1,2,...,n). 


Les constantes 4;, a; qui figurent dans la fraction continue et les 
polynômes P, (x) se calculent de proche en proche par les relations 


Po = 1, 
Pi=x—%, 
(8) nent AE ie oi Re P,=(x — a) P, —14,, 


Petit — af) Pr — x Pr; 
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b 
= | @—2)(— a) f'(e)dz 


a 


-b 
AS | (o— 2) (2 — a)f'(z)[Px (2) P de 


du =“; ETS fé À GR” 
| b— 2)(2— a)f'()[Px- 10) PF ds 





b 
"| @—2)(2—a)f'( 2[P:()Pdz 








(10) . . a —— B=0,1,2,... 
Î —2)(2—a)f(2)[Px (PF dz 
2. Il reste à trouver les inconnues a,,4;,,...,aän+1. 
On connaît d’abord, par les relations (3), les différences 
M 00 Mure ds M=1,:8,..,,1)k 


— O— x) (&r — à) 

Pour achever la détermination des 4, il faut recourir à l’une des équa- 
tions (1). En choisissant, pour plus de simplicité, la première (4—0), on a 
A, A, A, 


b 
(+: } fre@da= 6 ans 





Cette équation fera connaître 4,41, et l’on trouve ensuite tous les az 
à l’aide de (11). 

Des combinaisons et réductions faciles fournissent, du reste, les 
formules suivantes : 


@— a)[a — f(a)] 











RL PAR OR Le RS 
=f © 18e De ner ent er ent Donna 
| © — a) [ax +1 — f(xx)] 
= — ['&—oœr (x) dx + 
A, A» A%_ 
(14) PT attire = 1,2... 


b 
+/f (b — à) f(x) dx — 
Tg 
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(@— a)[f() — ar+1] 




















b 
(15) =f@—0r (as ie, — fn 
(o — a) [f (xx) — ax] 
=" ar @az— 
À: À dr. LD. 
(16) b—x, bd "bar 1 )RE1,2,...,n) 
b 
— | G— af (dx + 
À Ax+1 An 
Tr PAL thgfre 


3. Le problème proposé est ainsi résolu complètement; il nous 
reste seulement à démontrer que les constantes @,, @, ..., 4n+1 Sont 
comprises respectivement dans les intervalles formés par 


Fa), fi), F2), ..., f(@n), FO). 


Remarquons d’abord qu’on a évidemment (11) 
OU Le LB Le... L'An L'An+1 


Ensuite nous observons que l'équation qui nous a servi de point de 
départ peut s’écrire 


rb b 
f (&) Gin (x) az=| p (x) Gon (x) dx, 


en désignant par æ(x) une fonction discontinue, non décroissante, définie 
de la manière suivante : 


p(&)= a pour a KE QAR 
p (&) = & » Li LT< Lo, 
4 € PP ES Pen és En ï 
PL = n Tn-1 TL << An, 
P(X)=Ant1 , Ln LT < bd. 





On a, par conséquent, 


0,1,3,..156. 


JE) — 9 to at 42 = 0 Ge 
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On en conclut que la différence 


f(&) — (x) 
doit changer de signe au moins 2n + 1 fois dans l'intervalle (a, b). 
En effet, si l’on suppose que le nombre / des changements de signe 
soit inférieur à 2n + 1, donc 


l=2n, 
et que ces changements de signe se produisent pour 
me X,, 2 À, ….…, 2 Les, 


il est clair qu’en posant 


G (x) = (x — X:) (x — X2)... (x — Xi), 
la fonction 


Lx) — p (x)]G (x) 
aurait un signe constant dans l'intervalle (a, b). Or, G (x) étant un poly- 
nôme de degré 2n au plus, on doit avoir 


[Er — w (271 (9 de = 0, 


ce qui est impossible. La supposition ! < 2n est donc inadmissible et 


f(&) — p (x) 
doit changer de signe au moins 2n + 1 fois dans l'intervalle (a, b). Or, 
si l'on construit les lignes 
y = f(x), 
y = px), 
et qu’on se rappelle que f(x) est non décroissant, on voit immédiate- 
ment que / ne peut pas être supérieur à 2n + 1; ensuite, il est clair 
qu’on a nécessairement 
| f@) < p(, 
(18) . . . ( pitx — €) < f (xx) < p (tx +€) (Æ—=1,2,...,n), 
p (@) < F(), 
e étant une quantité positive suffisamment petite. Or ces inégalités 
expriment précisément la propriété qu’il s'agissait de démontrer. 


4. D’après ce qu’on vient de voir, les premiers membres des formules 
(13, (14), (15) et (16) sont positifs. On peut démontrer aussi directement 
Il 9 
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que les seconds membres sont positifs. C’est là une conséquence immé- 
diate des inégalités 


1 @— a)f'(x) dx 
a Zi 2...,.NiL 


























D de. Ax—1 
Ph=m bat be 
(19) : 
J'œ—af ax 
a A A À (%—1,2,...,n); 
__.#y 2 k 
| 0 2 tb a Tir 
1 b 
| ©—a/f'@ dx | | 
, h : 5 ASE 2.60. 
k k+1 ñ 
(20) Sara age ta 
| è—2/ @dx 
Ty " " " t=0,1,25:5060 
k+1 k +2 ñn 
A ta ol dd 


(On doit prendre x, —a, &n 41 —b dans ces formules). 
On peut les établir de la manière suivante. Soit 


ES PP RE Lo [œ&æ—o/f (x) dx, 

‘a 
m (x) sera une fonction non décroissante et m(a) —0. Définissons ensuite 
une seconde fonction discontinue et non décroissante, ainsi qu’il suit 








!u(x) =0 lorsque a <x<x, 
— À; 
AU days » Li LT < TL) 
A À» 
2] (x) = . be ZX. »” La LA< Ts; 
(22) 1 2 
+ + + à Diet ÉD OL 5 ss oe se 
der A, An—1 
AS ven » Toit ln 
M A, 





: SI 0 
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Par une intégration par parties, on trouve 


| fo 27 m (da 
(23) ti 
=) 2" @— of (as, 


et, d’après la définition même de la fonction u (x), on trouve 


| (b— x) n(a)az 
475 SE 
vs _— CA; (6 — a) + A9 — 2 +... + An (db — x] 


En faisant attention à la formule (4), on en conclut 


[Em (e) — #91 — 2 dx = 0 (k=0,1,2,..., 2n— 1); 


d’où il suit que la différence 
m (x) — u (x) 
doit changer de signe au moins 2n fois dans l'intervalle (a, b). Mais, 
d’après la nature de la fonction (x), on voit facilement que le nombre 
des changements de signe doit être exactement égal à 2n et qu'on a, 
en outre, 
u (tx — €) <°m (tx) Lu (xx + €) Ê AS ONE PEER à À 
u (b) < m (b). 
Or ce sont là précisément les inégalités (19). 
Pour démontrer les inégalités (20), nous posons 








-b 
ODPamidu se 0 . n(x) =] (b—x)f'(x)dzx 
et 
A A An 
Teri Sur” lorsque ax <x%, 
A; A, 
va) = ——"°- +... + ——"— n DL T< Le, 
(26) Lo — A Xn — 
Bu 
ART n ÆTn-1<TL< En, 


y (x) = 0 à mx <b. 
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Les deux fonctions sont non croissantes et 
n (b) = v (b) = 0. 


Ensuite on trouve facilement 


bd 
F (x — a} n (x) dx 


(27) 1 b 
=;pi/ (x — a)*+1(0— x) f' (@ dx 
et 
b 
1 (x — a) » (x) dx 
(23) : 





1 
= 5 LA Gi — GE A — af 4 4 Au Go. 
On voit par là qu'on a 

b 
[mao—r@]&—amtdx—0 (—0,1,2,...,2n—1); 


J 
a 


d'où il suit que la différence 
n (x) — v (x) 


doit changer de signe au moins 2» fois dans l'intervalle (a, db). Mais, 
comme tout à l’heure, il est facile de voir que le nombre des change- 
ments de signe doit être exactement égal à 2»#, et qu'on a nécessaire- 
ment 
y (Ge + €) < n (x) < » (Mk — €) k—1,2,...,,n, 
v (a) < n (a). 
ce qui équivaut aux inégalités (20). 


LX. 


(Bul. Sci. math., Paris, sér. 2, 12, 1888, 222— 227.) 


Sur l'équation d’Euler. 


1. L'intégration générale de l'équation 
dx dy 
DE vi 2 
PL TVT 
X—=açat + 4a, 2 +6a à +4a,x+a,, 
Y=a,y" +4a ÿ + 6a:ÿ + 4a3y +, 
peut se mettre sous la forme élégante 





0, 








0 1 17 TE T'Y 
1 CE 
(a) FA do d lo — 2m | — 
re TE d a + m az | 
xy Go — 2m ds a, | 


m étant la constante arbitraire. 
Cette formule est nouvelle peut être, du moins nous n'avons pas 
réussi à la retrouver dans les nombreux travaux sur ce sujet. 
Toutefois elle découle très facilement d'un Mémoire de Richelot 
(Journal de Crelle, t. 44, p.277), mais elle ne se trouve pas explicite- 
ment dans ce travail. L'analyse suivante diffère très peu de ce qu'on 
peut lire dans le Mémoire de Richelot. 


2. Considérons une forme quadratique ternaire 
p—=aX?+bY?+cZ L24YZ+2eZX +2FXY 
et la forme adjointe 
p_—=AX?+BY+CZ’+2DYZ+2EZX +2FXY, 
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qui peut s’écrire aussi 


& ©: 'N 


Va 


N +4 4 © 
® s à bd 
nn © #4 


C 


| 

Nous suivons maintenant la méthode d'Euler: ainsi nous prenons 
pour point de départ une équation doublement quadratique et symé- 
trique à deux variables x et y. 

Pour cela, nous annulons la forme æ après y avoir effectué les sub- 
stitutions 


) , : . : X=1, vases, Z= 2. 


Il vient ainsi 


(2). a+ 40 (x + y) + ca y — dxy(x + y) + 2exy — f(x +y)=0, 
ce qu’on peut écrire aussi 
O=X+XY + XY = Yo + V2 + Ya, 
X,—=a—fx+4bax, 
X;,=—/f+(2e+4b)x— de, 
X,=}b— dx + ca, 
Yo, Y1, Yo étant les mêmes fonctions de y. 
On en tire l'équation différentielle 
dx dy d'à 
xx ALT 
et, si l’on effectue maintenant l'identification 
XP—4X,X,—=açat +4a © +6a 2 +4ax+a, 


on trouve 





ay —= dd —0bc, 


a —=Ccf—de, 

(8) . . . . . . (6a=4(e—0a0+2(be af}, 
a3—=ad—ef, 
a, =f" — ab. 


Il s’agit maintenant d'exprimer a, b, c, d, e, f à l'aide de &, a;,&, 43,44 
et d’une quantité indéterminée m qui sera la constante arbitraire. 
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Pour cela, nous remplaçons la troisième des relations (3) par celles-ci 


e—ac—=@4+m, 


On a donc maintenant les six équations 





[bc— À =A=—-«, 
ac—e =B—=—-a—Mm, 
ab—f?=C——a4,, 
( 

+ ai M MRNEOLE a De 0. 
df—be=E=—-a +2m, 
de—cf=F=—-"«a. 


Or la détermination de a, b, c, d, e, f par ces relations n'offre aucune 
difficulté: en effet, on sait que la forme adjointe de y, est simplement 
égale à Ap, A étant le déterminant de y, donc 

Aa—=BC— D}, Ab—AC—E? Ac=AC—F!, 
Ad—=EF—AD, Ae=DF—BE, Af—=DE—CF. 


On obtient maintenant l'intégrale générale cherchée en substituant 
ces valeurs de Aa, ... dans l'équation (2), qu'on multipliera d’abord 
par A. è 

Il est clair par là que la relation cherchée s'obtient simplement en 
annulant la forme adjointe de y, et en effectuant les substitutions (1). 
Dans la relation ainsi obtenue 


ENR T0 
XAFE _, 
OR Di: 
»: E «D C1 
il suffit de restituer, au lieu de A, B, ..., leurs valeurs (4) pour ob- 


tenir le résultat annoncé (a). 


3. Supposons que l’on détermine la constante »m par l'équation 
cubique 


Un a G—2m 
dy —2m (A d 
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S = da, — 44, a3 + 3 ai 


sont les invariants de X=0,x+4aæ+...+a. 

Alors on sait, d'après une propriété connue des déterminants (ou 
des formes quadratiques), que le premier membre de (a) est un carré 
parfait. Ainsi la relation entre x et y se réduit dans ce cas à une 
équation de cette forme 


p+q(x+y) +rxy ou y=—ÀTI 


relation qui doit toujours satisfaire à l'équation différentielle. 
On obtient ainsi, correspondant aux trois valeurs de m, trois sub- 


stitutions linéaires qui transforment en elle-même la différentielle ellip- 
: dx ; ist 4 é 
tique On voit que cette détermination n’exige pas la résolution 
de l'équation X —0.- 
Pour m— , l'équation (a) se réduit à (x — y} —0 et l’on obtient 
ainsi la quatrième substitution linéaire x —y—0, qui transforme en 
elle-même la différentielle elliptique. Les trois autres peuvent s’écrire 


| 1 do a; 
| — Er a; do+m |=0, 
xYy 2 — 2m ag | 


m étant une racine de l'équation cubique. 


4. Considérons encore le premier membre de (a). En posant x = y 
et changeant de signe, on trouve facilement 


| 0 1 — À & 

1 L % pi “un =H+mX 
| —% a; da + m (LAS à 
| 
| 


a u3—2m GA on | 
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H = (ay az — a) x +... étant le hessien de X. [Voir aussi Darboux, 
Journal de Liouville, 2° série, t. XVIIT, p. 220 ).] 

Si l’on détermine encore m par l'équation cubique, H + m X devient 
un carré parfait, et l’on a, par exemple, 


1 


2 
Vao a+ aom | 3e din à 








VH + mx — 


Il est clair par ce qui précède qu’on peut énoncer cette proposition: 
Soit 


ax +2Bx+7y 


un polynôme du second degré, qui ne diffère que par un facteur con- 
stant de VH + m X. 
Alors, en posant 


axzy+B(x+y+r—=0, 


on aura une substitution linéaire qui transforme en elle-même la diffé- 


rentielle elliptique dx. 


Vx 


5. D'après ce qui précède, le premier membre de (a) changé de 
signe devient égal à H+mX en posant x—=y. Or soient k et f les 
secondes polaires de H et de X respectivement, h + m/f sera une ex- 
pression doublement quadratique et symétrique en x et y, et qui se 
réduit à H+mX pour æ—=Yy. 

Mais d’après une remarque due à M. Halphen et qu’on vérifie di- 
rectement, deux expressions doublement quadratiques et symétriques 
en æ et y, qui sont égales pour æ—y, ne peuvent différer que par un 
terme À (x — y)°. 


1) Nous profitons de cette occasion pour signaler les corrections suivantes: dans les 
valeurs de H et de K, formule (7) page 221, il faut remplacer partout Y par — Y, et 
page 223, ligne 7 en descendant, il faut faire le même changement. Ces corrections ont 
aussi une légère influence sur les art. V et VI du Mémoire de M. Darboux. 
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Dès lors, un calcul facile montre que l’on peut écrire la relation (a) 
sous cette forme 


h + mf + (y S — mi) (ù — y) = 0. 


Cette forme de l'intégrale de l'équation d’Euler est due à M. Cayley ; 
Laguerre l’a retrouvée de son côté dans le Bulletin de la Société ma- 
thématique de France, t. I. 


LXI. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci, 107, 1888, 617—618). 


Sur l'équation d’Euler, 


(Note, présentée par M. Darboux.) 


On a représenté déjà de bien des manières l'intégrale générale de 
l'équation 














L'une des formes les plus élégantes semble être celle-ci 














0 1 — Ty 
1 a a ao — 2 C 
D: ; L 2 _p 
a UA a» + C ds 
XY do — 2 C (PS 4 


C étant la constante arbitraire. Sous cette forme, on voit directement 
qu’en déterminant C par l'équation cubique 


@o a; ap — 2 C 
a: ax + © 3 sn à, 
a — 2C Ga un 


c’est-à-dire 
4Œ—SC—T—0, 


le premier membre de (A) devient un carré, et la relation entre x et y 
devient de la forme 


p+a(x+y)+rxy—=0 ou y=—Piie. 
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On obtient ainsi les trois substitutions linéaires qui changent en 
elle-même la différentielle elliptique. Ces substitutions linéaires peuvent 
s'écrire, par exemple, 











1 do di 
xYy do — 2 C as 


Si l’on pose ici x = y, le premier membre devient un polynôme du 
second degré en x qui ne diffère que par un facteur constant deVHECX, 


H = (ag az — a) xt + 
étant le hessien de 
X=a +4a 2 +... 
L'on voit que, réciproquement, si l’on connaît un polynôme 
a +2B6x+7 proportionnelà VH+ECX, 
axy + B(x + y) + y —0 sera l’une des substitutions linéaires qui chan- 


gent en elle-même la différentielle elliptique + 


LXII. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 107, 1888, 651—653.) 


Sur la réduction de la différentielle elliptique à la forme normale. 


(Note, présentée par M. Darboux.) 


1. On effectue ordinairement la réduction de la différentielle 
dx 
VX" 
à la forme normale 


X=açat + 4a; 2 + 6a,% + 4a,x + a,, 


dy 
Va —Sy—T 
(où $S et T sont les invariants de X), soit en établissant entre x et y une 








équation doublement quadratique, soit à l’aide d’une substitution liné- 


id ee of À 
aire FF TY EE à 


On peut présenter cette réduction sous la forme suivante: 





L'intégrale générale de l'équation différentielle 








D Re Re 6 Mynts 
vx Vas — Sy—T 
est 
0 4 æ 0 By  —2xy 
4 0 0 0 — À ( 
x 0 0 — 2 C 0 
(a) = 0, 
Mt 0 oo ss anis 
— x C 0 2 (A & | 





c étant la constante arbitraire. 
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On pourra donner à c une valeur quelconque; en prenant c—0 ou 
c—, on obtient des formules assez simples. 

Pour y—, les deux valeurs de x fournies par la relation (a) se 
confondent en une seule æ—c, ce qui fait connaître la signification de 


la constante arbitraire. 


2. Mais cette formule (a) donne aussi les substitutions linéaires. En 
effet, si l’on détermine c par l'équation biquadratique 
0 0 -0 —1" € 
0 0 —2 c 0 
0 —2 a, a «& |—=a;“*+4a ® +6ac +4a,;c+a, =0, 


—+ c CAO RE * 








rot 0 % … Os : 
le premier membre de (a) est un carré parfait, et la relation entre x 


et y se réduit à 





1 0 0 0 — + 

à 0 0 —2 C 

0 0 —2 a, 10 
1. Mbont : C a; ds 
—ZY C 0 lo da | 





On obtient ainsi les quatre substitutions linéaires correspondant 


aux quatre valeurs de c. 


8. D'après une remarque due à M. Cayley, on peut déduire l’inté- 
grale générale de l'équation (1) de celle de l'équation d'Euler. On ob- 


tient ainsi 








0 1 pr cx 

do Aa Ag — 2 À 

7 APRES +. — 
Te d; do + y 3 
cx do — 2 (lg dy 


Des transformations faciles permettent de constater directement que 
les déterminants qui figurent dans les formules (a) et (b) sont égaux 


au signe près. 


LXIII. 


(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 2, 1888, K. 1—26.) 


Sur la transformation linéaire de la différentielle elliptique De 


(PREMIÈRE PARTIE.) 


CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 


1. En introduisant dans la différentielle elliptique 
dx 
Vaçxt + 4a, 2 + 6a,2? + 4a,x +a, 


une nouvelle variable y par la substitution linéaire 











ayTÉ. 
PVO 
on obtient un résultat de cette forme 
dx dy 
PE me + ra à 
vx MS 6: 


X=açxt +4a. x + 6a,2 +4a;x + a, 
Y=dy +4, +6by° + 4b3y + b. 

Cette transformation a été déjà traitée maintes fois: cependant il 
nous a paru qu’on ne l'avait pas encore envisagée sous un certain point 
de vue qui ne semble pas sans intérêt. 

Nous préférons écrire la relation entre x et y sous la forme 


p+ax+ry+sxy—=0, 
et il sera quelquefois plus commode d'écrire X et Y sous forme homo- 
gène 
X =açxt +4a, ax +6a, x? + 4a;xx'* +a,x'#, 
Y =boy" +4b,y°y +6 y y" + +asyy"" + by. 
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et nous emploierons sans distinction ces formes non homogènes ou ho- 
mogènes: il faudra toujours supposer dans ces dernières x’ = y" =1. 


2, Voici deux remarques qui se présentent immédiatement. On 
constate d’abord que, si l’on considère les invariants de X 
T = dod9 44 + 2014943 — 43 — Ao% — Ai &, 
et les invariants correspondants $’, T’ de Y,ona 
ET. 
T=T. 
C’est là une conséquence immédiate de la propriété caractéristique 


des invariants. En effet, la valeur de Y se déduit de celle de X en 
remplaçant 


æ par ay+By", 
y par 7y+ôy, 
et en divisant ensuite par (a — By}. 
Ainsi l’on a 





do d; Qo | | bo b, bo | 
| 4 @ 03 |=| D b bd | ER 
| d d& à | | D bg D | 





En second lieu, considérons les racines des équations X — 0, Y —0. 
En les désignant par x, æ, æ3, 4, et Y, Yo, Ya, Ya respectivement, il 
est clair que 


p+qui+ryi+sæiyi=0 (i=1, 2, 8, 4), 


et par conséquent le rapport anharmonique des racines de X —0 est 
égal au rapport anharmonique des racines correspondantes de Y — 0. 
Si nous désignons, pour abréger, un tel rapport 


LL, Li — T4 


orne re NT on, 
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on a 
(1.2.3.4)=(2.1.4.3)—(3.4.1.9—(4.3.2.1)—1, 
(.2.4.9—(2.1.8.4—(8.4.2.1)=(4.8.1.9— 7: 
01.900841 0 D ELO= US 8 Det 
(.3.4.9—(2.4.8.D—(8.1.2.4—(4.2.1.9= 5 
(.4.2.9—(2.8.1.4—(8.2.4.1)=(4.1.8.9=7 7, 
(.4.8.9—(2.3.4.)=—(.2.1.4=(4.1.2.9—, À. 


Ces six valeurs du rapport anharmonique sont différentes en général ; 
il n’y a exception que dans les cas suivants. 


A. 1——1 (ou —2, ou = +); alors 
1 
0 Sc 
1—1 
1—i="— =2, 
1 1 1 





B. 1=1+2: (ou —1+2+),« étant une racine cubique imaginaire 
de l'unité 





Il faudrait ajouter le cas 1—0, 1, x, mais ce cas ne peut se pré. 
senter que lorsque les racines de l'équation X —0 ne sont pas toutes 
distinctes et nous en ferons abstraction. Dans ces cas exceptionnels le 
rapport anharmonique peut même devenir tout à fait indéterminé, par 
exemple, lorsque x, = x, = %3. 


3. Nous posons maintenant la question suivante: étant donnés deux 
polynômes du quatrième degré X, Y, quelles sont les conditions né- 
Il 10 
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cessaires et suffisantes pour qu'il soit possible de satisfaire à l'équation 
différentielle | 

ds _: dy 

x TEVr 


par une relation de la forme 


p+qgz+ry+sxy—0. 


La réponse est presque immédiate. D’après ce qui précède, il est 
nécessaire certainement que les invariants de X soient égaux aux 
invariants de Y, mais il est facile à voir que cette condition est aussi 
suffisante. 

En effet, on peut remarquer d’abord que cette égalité des invariants 
ie aussi l'égalité des rapports nn ns des racines de 

— 0 et des racines de Y — 0. | 

_ fait bien connu, nous allons le déduire ici des formules qui don- 
nent la résolution de l'équation X — 0, dont nous aurons besoin encore 
dans la suite. | 

On a d’abord à calculer les racines w/, w’’, w’’’ de l’équation cubique 








(5 92 1 0. 4 But-1—0 
Ensuite on a à calculer les racines carrées 
m' —Vai— aa — apu’, 
(2) +... . . . om — Va — aças —ao0”, 





m'’' — Va? — 004 — aou/’; 


mais, à cause de la relation 
(®) -: : . . mn" — 4 (2ai — 3aça; a; + a6 à), 


on voit qu'on peut exprimer par exemple m’’’ rationnellement au 
moyen de »’ et m’. 


. Les racines de X —0 sont alors données par les formules 
do —=— 4 +m +m"+m, 
00% —=—4 ‘ à one lee m7, 
A0%3 = — 4 —<Mm + m’— ml", 
Al =—<d4 —m —m! + mm". 


(4) 
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Ces formules conduisent directement à cette conséquence que les 
rapports anharmoniques de x,, %, x, 4, s'expriment rationnellement 
par les racines w/, w’’, w’’”’. En effet, on trouve, par exemple 














Re) BA, Énses oe É ES 
(4.,9,8,4) = TT m2— m2 
ou bien 
| ds w—"#" 1 _u—u” 
ar D tas 7 À É gg ag 7! 
uw" — y" 1 uw! — y 
(5) +". l—i=;; st 7 sul 117 ? 
u"—u 1—21 u”’—u 
1—1 w”—" 1 mg 
UCENVT er y FT 7 7. 





Or, comme l'équation Y —0 donne lieu à la même équation résol- 
vante en , on voit bien que l'égalité des invariants entraîne l'égalité 
des rapports anharmoniques. 

Ce point étant établi, supposons 

Ms st rl 99-91 4, 
To — Lg MU Vs Vs Ve — Vs 


et supposons qu'on détermine les coefficients p, g, r,s dans la relation 








(h.. … . . . . . pti trytessse 
par la condition que, pour 
XL = X,;, Y —= V1» 
TL — Lo, Y — Y; 
XL —= 3) Y = Ys) 


on aura aussi nécessairement, pour Z—=%4, Y = Yy. 
La substitution (6) donnera alors nécessairement un résultat de cette 
forme 


où c est une constante. Mais maintenant les invariants de cY doivent 
encore être égaux à ceux de X ou de Y, ce qui donne 

CS —=$ 
(7) ; 
CT=T; 


d’où l’on conclut c = + 1. 
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Nous venons de déterminer les coefficients p, g, r, s (ou plutôt leurs 
rapports) par la condition de la correspondance des valeurs suivantes 
de x et de y: 


(1) 


mais, à cause de 


(1.2.8.4)—(2.1.4.3)—(3.4.1.2)—(4.3.2.1), 


LL, Lo, Lg, AL) 
Y —= Yis Vos Ygs Ya) 


il est clair qu’on aurait pu établir les correspondances suivantes : 


XL — TL, Los Lg Lys 





(I) 
y — Ye; Yi Ya Ys; 
(III) ï X — ZX, Lo ; 3, T4) 
Y — Y3s Yas Vis Yo; 
(IV) . L— TL, Lo, Lg, Ls; 
Y — Yas V3» Vos Vi: 


Nous obtenons donc le résultat suivant: 
Pour qu'il soit possible de satisfaire à l’équation différentielle 


par une relation de la forme 


p+gx+ry+szy=0, 
il faut et il suffit que les invariants de X soient égaux aux invariants 
de Y; et, si cette condition est remplie, il existe toujours quatre rela- 
tions de cette forme qui satisfont à l'équation différentielle. 

On peut nommer ces relations des intégrales linéaires de l'équation 
différentielle, et notre but principal sera maintenant d'approfondir au 
point de vue algébrique la détermination de ces intégrales linéaires. 

Il faut remarquer, en effet, que, d’après ce qui précède, on peut 
bien écrire directement ces intégrales linéaires, mais à condition d’avoir 
résolu d’abord les équations X —0 et Y —0. Les opérations non ra- 
tionnelles nécessaires pour cela sont d’abord la détermination des trois 
racines w’, w’’, w’’’ de l'équation cubique en «, et ensuite on a à cal- 


? 
culer encore quatre racines carrées. 
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Mais, comme on vient de reconnaître que le problème admet tou- 
jours quatre solutions, la solution doit dépendre d’une seule équation 
du quatrième degré, et ainsi il doit être possible d'obtenir rationnelle. 
ment ces intégrales linéaires après avoir calculé les racines d’une 
équation cubique et deux racines carrées. 

Ainsi, au point de vue algébrique, la méthode qui consiste à passer 
par les racines de X —0, Y —0 n'a pas toute la simplicité possible. 

Mais, avant d'aborder le problème que nous venons de poser, il 
convient de compléter encore par quelques remarques ces considéra- 
tions préliminaires. 


4. Nous avons vu que les rapports anharmoniques des %,, %, 3, % 
s'expriment rationnellement au moyen des racines w/, w/’, u’’’. Or, dans 
les formules (4), les racines carrées doivent satisfaire à la relation (3) 
et par conséquent il est permis de changer à la fois le signe de deux 
de ces racines carrées. Il est clair qu’un tel changement de signes re- 
vient à une certaine permutation des racines x,, &, 4, æ, et l’on 
conclut maintenant que ces permutations sont précisément celles qui 
laissent invariable le rapport anharmonique. 

Il est facile de trouver directement l’équation du sixième degré qui 
détermine les rapports anharmoniques. Les coefficients de cette ja di 
tion sont évidemment des fonctions symétriques de w’, w’’, u’’’ et s’ex- 
priment ainsi rationnellement par $S et T. 

Les équations (5) donnent facilement 

8w —(uw —u”)(1+ 02), 
Su" =(u —uw")(—2+2), 
Su"’—={(u —u’)(+ 1— 22), 
et, en substituant ces expressions dans les relations 
S——4(uu"+Luu"+Luw), 
T—= Au’u’u", 





il vient 

9S= +4 (uw — uw’? x 3(1—1+2), 

27T— 4(w—uw’P(1+1)(—2+12)(1— 204); 
donc 
QU Dem E=108; gs U-rderan 


(+ AP (2— 2 (1— 22 
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On vérifie directement que le second membre ne change pas en rem- 
| 1 
plaçant À par - ou par 1 —1. 


La résolution de cette équation du sixième degré, nous le savons, 
ne renferme pas de plus grandes difficultés que la résolution d’une 
équation cubique. En effet, ses racines s’expriment rationnellement au 
moyen de w’, w/’, w//’; mais, comme l'équation (8) ne renferme que le 

RE à : ‘ ‘ 7 : 
seul paramètre ;% qui est un invariant absolu, il vaut mieux introduire 
aussi dans l’équation cubique ce seul paramètre. 

Soit donc Su = Tv: il vient 


S° #- 
4 v” — ge (© + 150, 
et, en désignant par v’, v’’, v’’’ les racines, on a 
Ve v' — v’’’ 
y — y"! 


Lorsque l'équation X — 0 admet une racine double, les valeurs du 
rapport anharmonique sont 


ms. Mir : 15 -Dn 0, 
et ainsi l’équation (8) doit se réduire à 
Æ(1— 1} = 0. 
On voit que cela exige que S5—27T?— 0, et l’on sait en effet que 


le discriminant de X est égal à 256 (S3— 27 T2). Comme conséquence, 
on peut écrire, au lieu de (8), 


4(1—A1H XP (1H (2—4P(1—21Y 2741 — 1) 
S3 ” 27 T? HE. PS Là 





5. Considérons maintenant les cas particuliers que nous avons déjà 
énumérés dans le n°. 2. 
À. 1=—1 (ou —2, ou = +): 


1 
Dans ce cas on a 4— ;: Il semble donc que, pour transformer au 


moyen d’une substitution linéaire = en + nr on puisse employer 
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non seulement les correspondances (1), (II), (III), (IV) du n°3, mais 
encore les suivantes : 


L—%;, 2, Lg, L; 


([) 
HT His Var Jar ss 
(IL’) (T—=X, L , La; Ty; 
y =, Yi Yar Vas 
(I) 4 (T—= ZX, Lo ; La, T4) 
y = Yss Yas Yas Vis 
(LV’) TL, Us Us V4; 


Y — Ya) U3) Y1» Y2. 


Faut-il en conclure que dans ce cas exceptionnel il existe huit sub- 

Na. PE k dx y 
stitutions linéaires qui transforment == en + 
vx V°T 
En effet, l'équation (8) montre qu'on a dans le cas actuel T—0. Mais 
alors les relations (7) se réduisent à 


? Il n’en est rien 


Pos, 


et l’on peut en conclure seulement c = + 1. 
Donc, dans le cas T —0, il n’existe pas seulement quatre intégrales 
linéaires de l'équation différentielle 


dx dy 

5 dr à à 
mais il y en a autant qui donnent 

dx dy 

VX — <V-Y 


Les unes seront données par les correspondances (1), (IT), (ID), (IV) 
et les autres par les correspondances ([”), (I1”), (III), (1V”). 

Le second cas: 

B. 1=1+: (ou —1<+2), donne lieu à des remarques analogues. 
L’équation (8) montre que S — 0, et les relations (7) se réduisent à 


ieT: 


d’où l’on peut conclure seulement c=1, c=e, c=&. 
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Chacune des trois équations 











dx dy 
= + 9 
PT TT 
LE dy 
Ve ME + à 
dx dy 
— = + son mr 
vx TT VeY 


admettra quatre intégrales linéaires. Les unes sont déterminées par les 
correspondances (1), (11), (III), (IV) et les autres par celles-ci 





(TL, Le, D3, Lys atenR Los 3, Lys 
ly =y, Y3s Was Yo) YU — Vis Vas Yos Ya 
Na Lay L3s Lay, \T— TL, Lo, Lg, Lay, 
LU = Ver Vas Vas Vi (y = Vas Var Mis Vas 
sn La (T—= ZX, Lo, La, A4; 
Y —Y35 Yi Y2s Ya; ly =ys, Vas Yas Yi 
(T=%, Lo, Ur Lo = Li Los Lys Lis 
ly=ys, Yos Yis Ya; UUY Ya Vis Yas Ye 


6. Comme application des considérations précédentes, considérons 
la réduction à la forme normale 


dx + Mdy 


VX Vin G—Ey) 








à 1 
M étant une constante. Le rapport anharmonique de +1, —1, + z' 


1 — k\ . : : 
— 7 étant TE): il faudra déterminer 4 par la relation 


(A = L 
1+% 
On trouve ainsi deux valeurs réciproques de k; à chacune d'elles 


correspondent quatre substitutions linéaires, et, si l’on se souvient 
que 2 a six valeurs, il semble qu’on obtient ainsi 48 re 
linéaires qui réduisent à la forme normale la différentielle = = + Mais 


: 1 
il faut FOMArQUER UE le changement de 1 en -- correspond au change- 
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ment de 4 en — k; par suite, le nombre des substitutions linéaires se 
réduit à vingt-quatre, et le nombre des valeurs de kK? est six, qui sont 
réciproques deux à deux. Si + # est l’une des valeurs du module, les 


autres sont égales à 

1 1+LVXŸ 1—Vx\ (H) fr) 

a à Ke bé D D), + — ©): 

k” (He, ne AA TPE 1+iVk 
Une autre méthode, plus simple à beaucoup d’égards, consiste à 

poser d’abord 











m « 


_4x _____ Mdy : 
VX Vyi—-na—#y) 








Les racines de Y —0 sont 1, a 0, . Leur rapport anharmonique 

est 4? et l’on a ainsi 
Ft 

On voit qu'ici la signification de Æ? est beaucoup plus simple que 
dans le premier cas. On trouve encore six valeurs de Æ? et vingt-quatre 
substitutions linéaires. En posant y — z?, on est ramené à la forme ca- 
nonique ordinaire. Mais il faut remarquer que, si les coefficients de X 
sont réels et qu’on veuille avoir une valeur de Æ° qui soit réelle et com- 
prise entre 0 et 1, cette seconde méthode n’est applicable que dans 
le cas où les racines de X —0 sont réelles. Mais il n'entre pas dans 
nos intentions de discuter ces substitutions en ayant égard aux limites 
entre lesquelles x et y sont variables; c'est une discussion qu’on trouve 
dans les Traités des fonctions elliptiques. Constatons seulement, en 
terminant ces considérations préliminaires, que les intégrales linéaires de 


dx dy 


V(1 — x?) (1 — k 2?) mn Po y?) (1 — k? y?) 














sont 
æ—y—=0, x + y—=0, 1—kxy —=0, 1+kxy = 0. 


e , dx dy 
DÉTERMINATION DES INTÉGRALES LINÉAIRES DE L ÉQUATION Vx + Vy 


7. La méthode la plus directe pour résoudre le problème proposé 
consisterait à effectuer la substitution 


p+ax+ry+sxy—=0 
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ou 
p+ry 
g+sy 


On trouve ainsi par identification 


L = — 


(ps — gr} b, = rt a — 4r°sa, +6r°s$a, —4rs a; +sta,, 
(p8— grd =rspay— 7 (8ps+ar)a +8rs(ps +aqr)as — 
_ —#(ps+8qr)a;+sqa, 
(ps— gr} = pa —2rp(ps +ar)a + (ps +8 +4pqrs)a>— 
— 2gs(ps+aqr)a; + sa, 
(ps— gr} b;=rpa —p(ps +8qr)a + 3pq(ps + gr) a: — 
— (Bps+qr)as + sa, 
(ps — gr) db, = pas — 4p°qa + 6p°@as —4pgas + gta. 
Ces cinq relations, à cause de l’ézalité des invariants de X et de Y, 
se réduisent à trois relations distinctes seulement, et le problème qui 
consiste à déterminer les rapports des quantités p, q, r, s est déterminé. 
Mais c’est une voie bien différente qui nous conduira à la solution 
du problème. 


8. Nous aurons à nous appuyer dans ce qui suit sur certains résultats 
de la théorie algébrique des formes biquadratiques, pour lesquels nous 
renvoyons le lecteur aux Mémoires classiques de M. Hermite: Sur la 
théorie des fonctions homogènes à deux indéterminés, dans le tome 52 
du Journal de Crelle. 

Désignons par H, le hessien de X 





d X 2 X 
H si sd d x? dx dx 
F_ 14 | #X BX : J' 
dx! dx dx? 


Hz = (ay ao — a) at +2 (ads — di Go) 2° + 
+ (dpa, + 24, a3— 8 a) 2° + 2 (a, a, — a3a3) & + (ay04 — a), 
et par J, le covariant du sixième degré qui est le jacobien de X et de Hz 





| dX dx 

J Eee dx d x’ 
made 20 RE re 

dx dx 


Jr = (aja3 — 8 ad dy + 2 a?) af +... 
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Les covariants sont liés par la relation 
4H— SH X4+TX—— Ji, 


d'où M. Hermite a tiré cette conséquence importante, qu'en posant 


il vient 











Désignons maintenant par H,, J, les covariants de Y; en posant 


DV = — e ) 
il viendra de la même manière 
24y + dv 





VY Van So—T 
Il est évident par là que la relation w = v, c'est-à-dire 
X H, EE b 4 Hs ee 0, 
satisfait à l'équation différentielle 
dd HR 2 PS 
Vx VYy 


Cherchons à approfondir maintenant la nature de cette intégrale 
particulière. 


Pour cela, considérons d’abord le cas particulier 
X—=(1— 4?) (1 — k22?), 
Y=(-y)(—ky). 
On trouve par un calcul facile 
XH,— VE 4 (1 — HR) (œ — y) (x + y) (1 — ky) (1 + Exy) 
=) (cy—yx)(xy +yx)(x'y —kxy)(x'y + kxy). 
L'intégrale 
XH,—YH,=0 
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a donc une nature toute particulière; on voit qu’elle se décompose 
ainsi 

æ—y—=0, x+y—=0, 1—kxy=0, 1+kxzy—=0, 
et elle résume donc les quatre intégrales linéaires de l'équation diffé- 
rentielle. 


9. Il est facile maintenant d'étendre ce théorème au cas général et 
de montrer que 
X H, ds ct > H, 
est égal au produit de quatre expressions linéaires de cette forme 


P+Ax+ry+sxy, 
et alors il est clair que notre problème revient simplement à décom- 
poser XH, — YH, en quatre facteurs. 
En effet, c'est là une conséquence de ce fait que H, H,, Y, H, sont 
des covariants. 
Nous savons que, par une substitution 


x ax + Ba 


2 ya +ôx | 
on peut réduire 


Aus à la forme canonique es . 
vx La — 2) (1 — ka) 


Par une substitution analogue, on réduira 








dy: 

VC'(1—yi) (1 — Æ y) 
et, à cause de l'égalité des invariants de X et Y, on peut faire en sorte 
qu'on ait la même valeur de 4? dans les différentielles transformées, 
et alors on a aussi nécessairement C = C’. On est ramené ainsi au cas 
particulier que nous venons de considérer, et, si l’on écrit 

C(1—x)(1— ai) =X;, 

C(— y) (1 —Æ y) = Y, 








dy 6 
y à la forme canonique 


on a 
X; Hy, — Yÿ H;, 
= À (A) Cu gi — ya di) Ga gi + ya at) Qi ya — ka 9) (di ya + ki y). 
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: Mais X, s'obtient en remplaçant dans X 
x par ax +Bxi, 
a par y, + x, 
et en divisant ensuite par (aô— By}. Ainsi l’on peut écrire 
X—=(aû—B}}X;, 
et, en vertu de la propriété caractéristique des covariants, on trouve 
aussi 
He = (ad — By) Hs, 
On aura de même 
Yo Pr Yi, 
H,= (a à — 87} Hy. 
Par conséquent, pour avoir X H, — Y H,, il suffit de remplacer dans 


l'expression de X, H,— Y, H;, 4, &, ÿ1, y; par leurs valeurs en x, 4’, 
y, y’ tirées des relations 


ZT — a É AT + Bai ’ 

x'= 2 + 0%; 

y = +fy, 

ÿ=rYn+dy, 
et de multiplier par (aô — By} (a 8 — B' y}. On aurait même pu sup- 
poser égaux à l'unité les déterminants des substitutions. Il est clair que 


l'expression ainsi obtenue se présente bien sous la forme d’un produit 
de quatre expressions, telles que 


pay +axy +ryx +sxy =p+qx+ry+sxy. 
Ainsi nous pouvons énoncer la propriété suivante : 


Lorsque deux formes biquadratiques X, Y ont leurs invariants égaux, 
alors l’expression 


X H, HT T Hs 
est décomposable en un produit de quatre expressions de cette forme 


p+ax+ry+sxy, 
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et, en annulant ces facteurs, on obtient précisément les quatre inté- 
grales linéaires de l’équation différentielle 


10. Il faut donc étudier cette décomposition de 
, XH, — Y H:. 
Rappelons d’abord les relations identiques 
4H — SH, X24TXS— — J?, 
4H} — SH, Y' HT Yi — 7. 
En désignant par w’, w’’, w’’’ les racines de l’équation 
aW—Su—T—0, 
on voit par là qu’on a 
4 (Hz +u'X) (He +w/X)(H + u//X) = — Ji, 
4(Hy+ uw Y)(H, + uw Y)(H, + uw Y) = — 7. 
Or, H; et X n'ayant pas de facteur commun en général, les facteurs 


H;+uX, H}+wY,... sont nécessairement des carrés parfaits (Her- 
mite, loc. cit., p. 15, 16). Posons donc 


H;+u X=9%, 
@pe ss Lil copie etes, 
He +u"X ="; 


Hy+w Y=— Py ; 

(10) . AR A ee H,+u" Y==9, 
H,+u"Y=p", 

Pr, Px, Px Seront des polynômes du second degré. 


Nous cherchons à résoudre l’équation X H,— Y H;—0 par rapport 
à æ en y regardant y comme connu. On a donc 


X _H:_Hctux Hs TU"X Heu X _ he 
ŸY OH, H,+uY H,+u’Y H,+u”Y d 





SUR UNE TRANSFORMATION LINÉAIRE. 159 


et, par conséquent, 


Px —=MY,, 
AB Dipeus oo PERS 
+ MW: 


Si nous ajoutons ces équations après les avoir multipliées respective- 
ment par (u”—#”) o,, (u” —u’) oy, (w —w”’)yy', il vient, eu égard aux 
formules (10), | 


11 "11 


Qu" — 0") pr qu + (u"— 0) px pu + (w— uw") pr py = 0. 
C’est là une équation du second degré qui doit admettre au moins 
une racine de XH, — YH;—0; mais on constate que cette équation 
du'second degré a ses deux racines égales. En effet, la différentielle 


Qu" — uw") py dos + Qu" — 0) qydezx + (u — u")py des 
se trouve égale à 


1 "” 1 ’ ’ 144 1 1 ’ " 1 U44 
gr Le" — 0") px dos + Qu" — uw) qi dps + (u — uw") px dy] 


ou à 


_ L(u"— 0") d(Hx + n° X) + (n° — uw) d (Hz +u” x) +(u —u")d(H;+%"X)] 


et s’annule par conséquent. 

Nous obtenons donc ce résultat, qui donne la solution du problème 
proposé : 

L'expression 


Qu" — 0") pe py + Qu” — 0) ps puy + (u'— uw”) ps ps 
est, sauf un facteur constant, le carré d’un des facteurs de XH, — YH.. 
Sous une forme légèrement modifiée, nous pouvons dire qu’on a 
d’abord à calculer les fonctions y’, y’’, y’’’ par les relations 
y? =(H+u X)(H+w Y), 
= (He +u" X)(H, + uw” Y), 
pe (He + 0 X) (Eu + Y); 
ensuite on aura les carrés des facteurs linéaires de XH,— YH, (sauf 
des facteurs constants) sous la forme 


(A) HU (u/’ Es w!’) y’ + (u’’’ GE uw’) y’! + (u/ 2 uw’) y’, 
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Il est clair qu’on obtiendra bien ainsi les quatre facteurs de XH,—-YH,; 
car, en changeant à la fois les signes de y’, y’’, y’’’, on obtient la même 
intégrale linéaire de l'équation différentielle 


Quelles sont maintenant les opérations irrationnelles qu’exige cette 
détermination des intégrales linéaires? D'abord on a à calculer les trois 
racines de l’équation cubique 


4Auw—Su—T—0, 


et ensuite on voit que la détermination de chacune des fonctions 
y’, y’, y’’! exige le calcul d’une racine carrée, Mais il est à noter qu’on 
peut multiplier l'expression (A) par un facteur constant quelconque. 
En multipliant donc par une des racines carrées à calculer, on voit 
que le calcul de deux racines carrées suffit pour obtenir, sous forme 
explicite, les intégrales linéaires. On peut remarquer que le coefficient 
de xt yt, dans l’expression de y”, est 


(ay a — ai + a”) (5 b3 — bi + bou’), 


et ainsi les fonctions y’, y’’, y’’’ sont connues après avoir obtenu les 
racines carrées 


r' = Y(apas — à? + ayu/) (6502 — 0? + bÇu’), 
r = V(a,as — a? + açu/') (bo ba — b$ + bou”), 
r'""= V(a, a — a? + açu”')(b6b2— 0? + dou"). 
Mais le produit de ces trois racines carrées est égal, au signe près, à 
Æ (a ay — 34 do + 2 a%) (66 b3 — 3 bob; b2 + 205), 


et ainsi r’/”’ sera connu dès qu’on connaît r’ et r’’. Toutefois, il peut 
arriver que le terme avec xt y‘ manque dans y”, y’? ou y//?, mais, en 
tout cas, il est clair, par ce qui précède, que le calcul de deux racines 
carrées et la connaissance des racines w’, w’’, w’’’ permettent d'obtenir 
les intégrales linéaires cherchées. Cette solution jouit donc, au point 
de vue algébrique, de toute la simplicité compatible avec la nature 
du problème proposé. 
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EXAMEN D'UN CAS PARTICULIER. ÉQUATION D’EULER. 


11. On peut donner une autre forme à la solution du problème et la 
faire dépendre directement d’une équation du quatrième degré. Mais, 
pour reconnaître l'intérêt qui s'attache à cette seconde forme, il est 
utile d'étudier d’abord le cas particulier où l’on a 

ai = bd; (i=0, 1,2,..., 4), 
en sorte qu'il s’agit de la détermination des intégrales linéaires de 
l'équation d’Euler 
(12) dx? à dy? | 
42° + 442 + 6492 + 4asx + a ao + 4a, y + 6asy? + 4a3y + a 
Il est clair que, dans ce cas particulier, on obtient y’, y", y’ sans 


avoir à extraire aucune racine carrée, et la connaissance de w/, w/!, u’' 
suffit. 


Prenons pour y’, y", y’ les valeurs 





p' —= (aoas — af + aou! ) y + ..., 
p" = (ado — 2 + au) y + ..., 


p'!= (aa — af + au’) y2 +... 


On peut d’abord mettre ces valeurs de y’, y”, y’ sous une autre 
forme. 

Il est clair que y’, par exemple, est symétrique en x et y, et de plus, 
si l’on pose y=x, y' doit se réduire à H;+w’X. Or, si deux poly- 
nômes doublement quadratiques et symétriques en x et y coïncident 
entre eux pour æ=—=7y, ils peuvent différer seulement par un terme 
4 (x — y}. Il suffit de les écrire explicitement pour reconnaître l’exacti- 
tude de cette proposition, qui est due à M. Halphen. 

Mais la seconde polaire de H; + u’X 

1 [ ,@(H, + u'X) (He +uX) , P(H+u'X) 
FOR EU ne TU EE mr | 











est d’abord symétrique en x et y et se réduit aussi à H;, + w/X pour x =. 
On a, par conséquent, 


is 1 9 (Hx + u' X) d (H; + u' X) d? (H+ + w’X) ; : 
di ml d x? + 2y VAE ve VUE RS —) + 1'(z—y}. 


IT 11 
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Il reste à déterminer 7. Cette détermination pourrait se faire déjà 
ici en calculant directement le coefficient de xy dans y’: on trouverait 


ainsi 


où l’on a supposé 
Hr+uX—A;t +4,12 +6A;%+41A,x+A, 

Mais il existe une expression beaucoup plus simple pour 4 qui 
s’offrira d’elle-même dans la suite. Nous nous bornerons donc à obser- 
ver que /’ doit être une fonction rationnelle de #/, et peut dès lors se 
mettre sous la forme d’un polynôme du second degré en w/. 


l'=2au?+Bu + y. 


Posons, pour abréger, 





12h — y RE ® H> PH 


T3x dx + dx?” 
2 X ® X ® X 
CHU 4 
ner +2y 15xdx u dx?" 
en sorte que » et f sont les secondes polaires de H; et de X, on aura, 
d’après ce qui précède, 
p=h+uf +@au? +Buw +y)(&—yY, 
=h+ us +@au Hu" +7 (y, 
pl=h+Uu"f+ Qau"?+ Bu" + y) (@ — yY. 
Les carrés des facteurs de X H, — Y H, sont, en général, 
L (u'! En u''!) y' de (u''! HR. u') y!! + (u' En uw") p'", 
4 Qu — 0) pt — (uw) pl — (uw) y", 
= (u” FU uw!!!) y’ + (u/" PE u') y! GerE (u' “ÈS u/!) pl’, 
. (u/! rien u/! y' fee (u'/! Ho u') y" + (u/ Le d u/') y". 
La première expression se réduit évidemment à 
2 a (u' EE u'!) (u/! Fa u!'!) (u'! ES uw!!!) (x hé y), 
et donne ainsi la substitution linéaire æ— y —0. Cette solution était 
évidente a priori. 
La seconde expression devient égale à 


de (u' se u'!) (u! — uw!) (u!! — uw!!!) (x — y} + 2 (u/! ss w/!) y' 
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ou bien, en divisant par 2(w”—"u'"), 
p'—a(u—u")(u—w7)(x— y}, 


mais on a évidemment 
(u’ —u/) (uw) = (us —+5u— Ah 5018. 


en sorte qu'on obtient 
h+uf+ (au +Bu +y+tas)(x— y}. 
Ici se présente maintenant le moyen de déterminer les valeurs de 


a, B, y par cette condition que l'expression précédente doit être un 
carré parfait. 


12. Considérons l’expression 
£=h+uf+C(xz— y}, 


où C est une constante quelconque. On peut écrire 


£=P#+2Qy+R+C(x—7y), 
__ 1 Y(H+uX) 
a ©” d x? : 
Q= 1 #E+wX) 

58149 dTdx 
Ki 1 Ÿ(H+uX) 

4 18 dx'2 


et le discriminant A de £ est 


(Q—CaxP —(P +C)(R+Cæ), 





r 








c’est-à-dire 
A=@—PR—(Px#+2Qx—LR)c. 
Or il est clair que 
PR+2QzT+R—=H;+%xX. 
D'autre part, PR — Q? est le hessien de H, + w’X et l’on sait qu’en 
général le hessien de a X + b H, est égal à 


(&abS + EOT) X + (a — LL PS) H, 
(voir Hermite, loc. cit., p. 33—35); donc 


PR—Q@=—(4Sw +14T)X +(w?—.LS)H.. 
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Mais H;+u'X est un carré: donc le hessien ne s'en distingue que 
par un facteur constant et 
PR—Q—(u2— 2, S)(He + uw’ X). 
Il vient donc 
A (7 S — 0? — C)(Hx: + w X). 
On voit par là que l'expression £ n’est un carré parfait que pour la 
seule valeur 
C= HS —w?, 
et l’on doit avoir 
—aut+ pu +y+}es=—u+ ns, 
donc 
a=1, B—=0, y7—=—$$, 
d'—=2u—1XS$. 


13. Voici un moyen plus direct pour déterminer 1’. Écrivons 1’ au 
lieu de C, en sorte que 
p=(P+A)P+2(Q—1'a)y +R +2, 
A (4 S — w/2 — 1") p°. 
Mais nous savons que y — y, y, : donc nécessairement 
P+l=ap, Q—l'x=Bgs,  R+la—=7p, 
d'où 
u=aÿ +2By+7; 
A —=(#—ay)ps. 
La comparaison des deux valeurs de A donne 
DS—w2—1=f— ay; 
mais on sait que 
P—ay=—(u —u")(# —uw")=—8u2+1S), 
ce qui fournit de nouveau la valeur de 1. 


1) Cette valeur de l’invariant de y! se trouve sous une forme légèrement différente dans 
le Mémoire de M. Hermite; voir p. 13, la valeur de A et, p. 15, la relation entre y et w. 
(Voir Clebsch, Binäre Formen, p. 153.) 
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14. Voici donc le résultat final auquel nous arrivons: 
Les intégrales linéaires de l'équation différentielle 
RE Un re ORNE 
aa + 44, 2° + 6a2° + 403% + a aYÿ + 44% +60 + 4a3y + a 
sont d’abord x — y —0, et les trois autres s’obtiennent en posant 
h+uf+ (75 S —0) (x — y) —=0, 


où il faut déterminer % par l'équation cubique 








Au — Su—T—=0O. 


Sauf un facteur constant, le premier membre est alors un carré exact, 
et la relation entre x et y se réduit donc à cette forme 


p+qa(æ+y)+rzy—=0. 


On peut envisager ce résultat sous un autre point de vue. Quelle 
est, en effet, l'intégrale générale de l’équation différentielle (12). Cette 
intégrale a été obtenue déjà par Lagrange (Oeuvres, t. II, p. 18); mais 
M. Cayley l’a mise sous cette forme élégante !) 


(18) . .- . . . .h+CF+(BS—C)(x— y} —0, 


C étant la constante arbitraire. 

Cette expression se déduit de celle que nous venons d'écrire en rem- 
plaçant # par C. En général, le premier membre n’est pas un carré 
parfait: ainsi à une valeur donnée de x répondent deux valeurs de y, 
l'intégrale n’est pas linéaire. Mais, si l’on pose C—w/,u",u/”, on trouve 
trois intégrales linéaires ; la quatrième, æ—y—0, répond à C = «. 


15. En partant de cette intégrale générale, on aurait pu trouver 
notre détermination des intégrales linéaires d’une manière beaucoup 
plus simple. En effet, cette intégrale générale peut s’écrire 


(a +2hx+e) 
(18) . . . . . . |4+8y (h2 +23bzt+?) 
+@g+2fxz+c)=0, 


1) Voir aussi Laguerre, Bulletin de la Société mathématique de France, t, I, p. 35. 
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a — 0454 —4+Ca, | 
b= +} (aa, +24 a —3 a) + Ca —+#4(5S — C?), 
c—aa—a4+Ca, 
f—=+(aa—aas) +Cas, 
g—k(@at+2aa;—3a)+Ca+2S—C, 
h— + (ay 03 — à &) + Ca. 
C'est une relation doublement quadratique et symétrique en x et y, 
que l’on peut écrire sous les deux formes 


0O—= A; y +2 By + Cr: = Ay 2° + 2B,x + C,. 
Euler déjà a observé qu'on en tire 
_ de. : x LR +: 
B—A:0; Bÿ— A,Cy’ 





; . u da? dy? 
mais, comme notre relation est l'intégrale générale de 2 





< 
o 
Les ] 


doit avoir 
B? — A;C:=0X 
et de même 
B° — A, C, = 0 Y. 
C’est ce qu'on vérifie facilement, et la valeur de @ est 
F—2E_9—c@—18C—4T. 
do 
On a les relations identiques 
a) 9 =h— ag, 
4a 9 —=4bh—2af — 2gh, 
6 a 9 = 4b° — 2hf — ac — g”, 
4 a; 9 = 4bf — 2ch — 2fg, 
aO—=f — cg; 
d'où l’on tire facilement cette conclusion que, pour @ —0, 


A: ÿ° + 2 B:y + Cx 
est un carré parfait, et l'intégrale générale se réduit alors à une inté- 
grale linéaire qu’on peut écrire ainsi 


f+e@+y+hay—0. 
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16. On a retrouvé ainsi, d’une manière très simple, le résultat de 
tout à l'heure; mais, si cette méthode est simple, elle est, par contre, 
moins générale que notre première méthode; car on ne saurait l’ap- 
pliquer dans le cas général, l’intégrale générale de 


(15) dx? .. aW 
aj2 + 4a, 2 + 6a,x° + 4asx + 04 mr Æ 40,y° + 6bÿ? + 4b,y + b, 


n'étant pas connue sous une forme analogue à (18). Cependant il y a 











un second cas qu'on peut traiter ici en s’appuyant sur une remarque 
de M. Cayley. 

Désignons par 9 le premier membre de la formule (13) et remar- 
quons que M est aussi quadratique en C. En considérant C comme 
variable aussi, on aura 


sd M 09 Ne 
= x + . dy + —— ETS =D 


et, d'après ce que nous avons vu, 


dx : 


donc 


se vf à Frein 
VX VY V406 
En considérant donc C comme variable, y comme une constante 


arbitraire, la relation (18) ou (14) est l'intégrale générale de l'équation 


différentielle 
ne De 


EX Te PAOUZEOUT. 


et, pour avoir les intégrales linéaires de cette équation, il suffit de 
résoudre l’équation Y — 0 ou, ce qui est la même chose, l'équation 
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X—0. Ce résultat était à prévoir, car la connaissance des racines de 
X — 0 entraîne celle de l’équation 4 C3 — SC—T = 0. En déterminant 
y par l'équation Y=0, SN deviendra un carré parfait. 


17. Revenons maintenant au cas général, la détermination des in- 
tégrales de (15). D’après l'examen des cas particuliers que nous venons 
de faire, il est à prévoir qu’il doit exister une liaison intime entre cette 
détermination et l'intégration générale de cette équation; mais on ne 
connaît pas cette intégrale générale sous une forme analogue à (14) et 
il nous paraît assez difficile de l’obtenir sous cette forme. 

Au contraire, la méthode inverse se présente ici. 

Ayant obtenu la détermination des intégrales linéaires, si nous fai- 
sons dépendre cette solution directement d’une équation du quatrième 
degré, n'obtiendrons-nous pas en même temps l'intégrale générale 
sous une forme analogue à (14)? 

C'est là une question qu’il nous reste à traiter. 

Il faut le remarquer, on peut faire dépendre la détermination des 
intégrales linéaires d'une équation biquadratique, mais cela est possible 
d’une infinité de manières. Parmi les équations biquadratiques des- 
quelles dépend ainsi la solution de notre problème existe-t-il une 
classe particulièrement simple. 

Ce sont là les questions qui se présentent: les diverses équations 
biquadratiques sont liées par des transformations de Tschirnhausen. 


LXIV. 


(J. Math., Paris, sér. 4, 5, 1889, 55—65.) 


Sur le développement de l'expression 


[R?— 2Rr [cos u cos w’ cos (x — x’) + sin w sin w’ cos (y —y’}]+r?} 7". 


1. La théorie du potentiel a été étendue à un nombre quelconque 
de variables par Green. Dans le cas de quatre variables il faut consi- 
dérer l’expression 


1 
(Xi — Ya) + Lo — Ye) + (ms — V5) + (4 — ya 


qui satisfait à l'équation différentielle 


M. . T= 





ot RS + PE ph + 





D. 0.5 
3m T5 Sa + ous + 3e = 0 
Posons 

Ti = T COS Y COS T, Y, = R cos 4’ cos x’, 
(3) Lo = Y COS U Sin X, Ye = R cos w’ sin x’, 

Ty = T Sin 4 COS Y, Ya = R sin w’ cos y’, 

%, = T Sin Sin y, y, = R sin 4’ sin y’, 
on aura 

1 

Cu 


R?—2Rr cos +7? 
où 


(5) . . cos p = cos u cos w’ cos (x — x’) + sin w sin w’ cos (y — y’). 
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En développant T suivant les puissances croissantes de r, il vient 


(@:. ie T=Ùv. Re 
sin (n + 1) 


trouve l'expression en écrivant abord 








est un polynôme du degré » en cos y, dont on 














TOR 2. He me 
et en cherchant ensuite le coefficient de 7”, 
ju = 0e 
@ sin y 
| = (2co8p}" — _. cos p)"—?+ !- =E À (2 cos p}" —# — 


En introduisant ici au lieu de cosy sa valeur (5), V, deviendra un 
polynôme du degré n en cos (x — x’) et cos (y— y’) qu’on pourra dé- 
velopper suivant les cosinus des multiples de æ— x’ et y— y. C'est 
ce développement que nous nous proposons d'obtenir. 


2. Cherchons d’abord la transformée de l'équation différentielle (2) 
après l'introduction des nouvelles variables y, w, x, y. 
Les relations (3) donnent facilement 


da + das + das + daë = dr? + 7° du? + r° cos? u dx? + r? sin? u dy? 


et de là on conclut, d’après un théorème bien connu de Jacobi, 


S (° sin u cos u ST Its (rsin u cos u À) + 


ù ùT 
ES v” (rtang us +3 fr cotes) = 0 
ou bien 
T ÔT , ÀT 
Er de rh 


nn DE À TO 1 pr 


Et du T cou de T sinu d ÿ pr 
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En introduisant maintenant au lieu de T le développement (6), on 
obtient pour V, la relation 








Va + goptau Ve + 
(9) | de Pi 
T sos ù x? LÉT T7 d +n(n +2) V, = 0. 


C'est cette équation différentielle linéaire qui permet d'obtenir faci- 
lement le développement cherché de V, suivant les cosinus des multi- 
ples de x— x’ et de y —y!. 


8. On reconnaît sans peine, par l'inspection des formules (5) et (7), 
que ce développement se compose d’une série de termes 


C cos i (x — x’) cos k (y — y’), 
où i,k sont des entiers tels que n—i—% est pair et non négatif. 
Ensuite on voit que le coefficient C est divisible par 
(cos w cos w’)' (sin w sin w’}* 


et que le quotient est un polynôme en sin? w et sin? w. 
Nous posons 


(10) : . . Vs = D. 4 Rÿ x COS à (x — x’) cos k (y — y"), 
î k 
avec cette convention que, lorsque l’un des indices à, 4 est égal à zéro, 
il faudra remplacer le coefficient 4 par 2, et, lorsque i—k—0 (ce qui 
n'arrive que lorsque n est pair), il faudra remplacer 4 par 1. 
En introduisant le développement (10) dans l'équation différentielle 
(9), on obtient pour R?, l'équation différentielle 


n 


an. ra ct2u PE + n (n + 2) — 


En posant maintenant 








k? sd 
- R?,= 0. 
TE ” sin ul Ÿ# 


ss ; in* n 
Rÿ, = cos! u sin“ u Six, 
S;, sera un polynôme entier en 


t = sin? 
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et l'équation (11) nous donne 





GE D — a+ 840 EE aps = 0, 





_1i+k—n 
"wr So : 
(13) LE a a Ur 
—_ 2 ’ 
[y=k+I. 





On en conclut 
ik =CS(a, B;,?; sin? w); 


a en effet est un nombre entier négatif, en sorte que la série hyper- 
géométrique se réduit à un polynôme. 
D'après cela, on doit avoir 


Rÿ, = C cos'u sin* u & (a, B, y, sin? u), 


C étant indépendant de u. Mais il est clair que le coefficient R?, est 
symétrique en « et w’; donc 
(14) Rx = ci, (cos u cos ’) (sin w sin w’)* 

X Sa, B, y, sin°u)# (a, B, y, sin? w’), 


c', étant un coefficient numérique qu'il reste à déterminer. 


4. Pour cela, posons # —#/; on aura 
COS g —= (1 — {) cos (x — x’) + é cos (y — y’), 
Rx = Gr (1 — {8 (a, B, y, t), 
et, à cause de i+k—2a—n, le coefficient de {” dans R?, est 


:n [BB+1)...(8—a— 1)? 
— 1e . 
De verre 
Mais, d'autre part, d’après la formule (7), le coefficient de #” dans 
V, est 





27 [cos (y — y’) — cos (x — x’)]". 
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En posant donc pour simplifier x’ —x, y —0, on doit avoir 


2 (cos x + cos y)" 


! / …. rs 3 
(15) . = Xi fer cos À x COS k y. 
3 





Mais le développement de 
2 (cos æ + cos y)" 
se trouve directement sans difficulté, et le résultat est 


2" (cos x + cos y)" 

















(16) 7 2.4 DL rt) - COS à COS k y. 
” — i — Hit _fn—i+tk _n+i—k 
: n | 2 ju 2 ju LE ) 
La comparaison de ces formules (15) et (16) donne la valeur cher- 
chée de c?, 
n—i+k _fn+itk 
(17)... cd, — rm Lu Ge ) | 
ne net nqne 


5. Voici maintenant comment on obtient le développement (16). 
On a d’abord 


2" (cos x + cos y)! — D» (n}r (2 cos x} —" (2 cos y), 


: 
en posant 


di ne n(n — 1)... (et th 2 HO 
és Dr ” H(r)H(n—r) 





et comme on a, d'autre part, 


(2 cos a} = S° 2(nh-,co8r y, 
; p 
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il vient 





2" (cos x + cos y)" D. 5: 4 (nr (nn —Thhr—:(T}r x COS i x cos k y, 
r i k 2 2 
et, en écrivant 


2* (cos x + cos y} — SR 4 ex COS TX COS k y, 
î k 








on aura 
22 (nn — ref re 
où 
| rT=k, k+2, k+4, ..., n—i. 
Se A — 8; l’expression précédente devient 


2 
. 

= D (n)e+20 (0 — k — 2 8}n— 5 (k + 28). 
0 


Mais on voit facilement que 
(re +28 (0 — #% — 28} 5 (4 + 28): = (ni) (n0)s (n — Me +s 
= (n)m (90)s (7 — M}n—m xs; 


donc 
Ex = (ne) C0) (0 — me} = m — x + (M); (0 — M}n = m 81 + 


ou 
x = (70) (92) — m — 
ce qui fournit le développement (16). 


On voit que &*, est le produit de deux coefficients binomiaux, il en 
est de même de 


Ce = (N — mx (n — M — ie 
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6. Voici donc le résultat de cette analyse : 
[R?—2R [cos cos w’ cos (x — æ') + sin w sin w’ cos (y — y'}] + r?}—° 
Lee] y" 
=D Vrpnrs” 
0 
Vh = 4: 5 5 4 cix (COS u cos u'} (sin w sin w/}* 


i k 
X S(a, B, y, sin? u)& (a, B, y, sin? uw!) cos à (x — x’) cos k (y — y’), 





ne, 
itkbn+2 

p = 9 ’ 

r=k+1, 





nf n (its) 


TT TT) 





2 
M. Tisserand a obtenu d’abord, dans le tome LXXXIX des Comptes 


rendus des séances de l’Académie des Sciences, ce résultat, qu’en 


sin (n + 1) y 
sin 1 





posant dans l'expression 


COS œ —= cos? w cos x + sin? w COS y 


et en développant suivant les cosinus des multiples de x et de y, le 
coefficient de cos i x cos k y est égal à 


4 cos? u sin? u &°? (a, B, y, sin? u). 


Mais la découverte de ce beau résultat a été extrêmement labo- 
rieuse, comme on peut le voir par l'analyse compliquée par laquelle 
M. Tisserand a démontré son résultat. 

En réfléchissant sur cette belle formule, nous avons observé d’abord 
qu'en posant 

COS g —= COS % COS Y” cos æ + sin w sin w/ COS y, 
les coefficients devenaient des produits de fonctions analogues en 
et w/, et nous avons trouvé ensuite dans l’extension de la théorie du 
potentiel au cas de quatre variables l’origine vraie de cette formule. 
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Nous observons qu’un point essentiel de notre analyse consiste dans 
ce changement de variables 
Li = T COS U COS ZX, 
Lo = T COS U SIN X, 
y = T Sin 4 COS Y, 
%, = T Sin % Sin y. 
Green, Jacobi et d’autres géomètres, qui se sont occupés de cette 
extension de la théorie du potentiel, ont introduit d’une autre manière 
des variables analogues aux coordonnées polaires, en posant 
% = T COS 6,, 
z) = r Sin 0, cos 6), 
x = 7 sin 6, sin 6, cos 6, 


zx, = 7 Sin 6, sin 6, sin @%. 


7. Il est clair que notre analyse est parfaitement analogue à celle 
de Laplace concernant la fonction 


X, (cos 0 cos 0’ + sin 8 sin 0’ cos y). 


Il serait facile de poursuivre cette analogie et d'arriver, par exemple, 
au développement 


Le 


(18)... |. . : . sé, riv 97e, 


0 


où 


à 





n+1/?. CE ses sin(n + 1) 
(19) 29= es | sin 4, cos 4 du | Î 5h, a, 1) OP dr dy 
7 


COS @ — COS 4 COS Y, COS (7 — x.) +- sin % sin %, COS (y — y), 


$ (U, x, y) Étant une fonction arbitraire continue, donnée pour les 
valeurs 


OLu<G) 
0<x< 2x, 
0<Ly<2x, 
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et telle que 
S (0, x, y) est indépendant de y, 
3] Fe, x, y) est indépendant de x, 
S(u, 0,7) =5$(u, 2x, y), 
S(u,x, 0)=S(u, x, 2x). 


Mais, au lieu d’insister sur ce sujet, nous croyons être plus utile en 
appelant l'attention sur quelques autres formules. 


8 Soit 
Va = cos ny, COS p = ZX, 
V, est un polynôme du degré » en x, et 





+: 29 LT à La ps Vr = 0. 


En posant 


x = COS? 4 + sin? u cos y, 





on trouve 
d Vh . dVr 
Ju —?28inu cos w (COS y — 1) es 
d Va _ +. 2 . d n 
dy = — Sin te 
SVr 


AL 





dd V 
pv À — 4 sin” w cos? w (COS y — 1 





d V, d? d V 
s— —= Sin # sin? 2% abc PA 
Ô y? ? Éd d x 





En substituant ces valeurs dans  . 


Te 
He d 2 48° Se 





et en déterminant a et B par la condition que le coefficient de L soit 
égal à 1 —%?, on obtient 

1 EVn, 1 #Va 

4 du Tsinu dy 


tas 





5 (cos 2 # + cos y — cos 2 uw cos y) ne 


II 12 
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et ensuite 
1#V,, 1 #V. A A LAC 
1 4 * dote dy? | 4sinucosu du 6 md à m — “dx 
donc, d'après (20), 
1 dE V, 1 V, 1 _. 
OÙ - : 2 58 tape du tome ss Le 


Mais il est clair qu’on peut développer V, suivant les cosinus des 
multiples de y en posant 


ED . . . V.— ÿ'2R} oc iy, i—=0,1,2,...,n. 


On trouve, en portant ce développement dans l’équation (21), 








1 ŒR? à 
4 de Ÿ Ssneu a+ — og) = 0 
ou, en posant R°—(sinu)}'$}, sin u—=tf, 
Sr Phi FES 
(23) . .tA—0 es +@i+DA—-0 + —ÿS'—=0; 


d'où l’on conclut 


S'=CF(i—n,itkn,2i<+Li1, 
CE 
R'= C(sinu)ÿ'#(i—-n, itkn, 2i+1, sin° #). 

La détermination de la constante numérique C s’effectue encore 
sans difficulté en comparant les coefficients de {" dans la formule (22). 
On obtient ainsi le résultat 

| COS g —= COS? 4 —+ sin? # COS y, 


—/ In + 
mn « < ANR eng sin 


X S(i—n, in, 2141, sin? w) cos iwy. 
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9. On doit à Hansen un résultat analogue qu’il sera bon de rappeler 
ici 
% (cos? w cos x + sin? # cos y) 


HN / GS/ : ï 
2e > > 4 ci, cos? u sin°* u 
i k 


X Sfitk—n,itktn+1, 2k+L1, sin? u) cos ix cos ky. 


(25) 





L'analyse de Hansen est très compliquée, mais M. Tisserand a fait 
voir (Comptes rendus, t. XCVII, p. 815) qu'on peut obtenir cette 
formule d'une manière analogue à celle qui vient de nous donner le 
résultat (24). 

Mais, quoiqu'on parvienne ainsi d’une manière élégante à établir 
ces formules (24), (25), il nous semble pourtant que la véritable origine 
analytique de ces formules et des expressions 


cos” u + sin? % cos y, 
COS? 4 COS æ —- sin? w COS 7 
reste à trouver. Est-il possible d’arriver à ces résultats par une théorie 


analogue à celle du potentiel? C’est là une question que nous avons 
cru utile de poser au moins. 


LXV. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 108, 1889, 605 —607.) 


Sur les dérivées de séc x. 


(Note, présentée par M. Hermite.) 


1. Soient f—sécx, 2—=tang x: on obtient facilement 


f' =séczxtangzx, 
f' =sécx[1 +22], 
f'''= séc x tang x[5 +62], 
Il existe, entre les coefficients des polynômes en z que l’on obtient 
ainsi, des relations remarquables dont nous allons indiquer la nature. 
Considérons les dérivées d'ordre pair et écrivons 


f = séc æ[a,], 
f' =séczxl[a, + b,z], 
f#— séc x [as + bo 2 + © À], 


en sorte que 





PR : An X" 
ér— 2 155...Gn) 


La forme quadratique à une infinité de variables 


» ke aitx Xi Xx 
0 0 
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est égale à Ç 
(ao Ko + GX + & Xe +...) 
Phi ve 
#iL + 
1... 


La considération des dérivées d'ordre impair donne lieu à une pro- 
position semblable. 


= 7 
Lo 1° 


2. On rencontre des relations semblables en considérant les dérivées 
de tang x, et des fonctions elliptiques sin am x, cos am x, A am x. 

Nous ferons connaître prochainement la démonstration de ces pro- 
priétés, qui sont liées intimement à certains développements en frac- 
tion continue dont voici un exemple: 








Soit 
ee a (— 1)" c, x?” ; 
came 2 15 8... (an) 
on aura 
| e"*csamed =?" a 
zx Lx 
0 
se 1 
NE 
+ 
MALE 42e 
Hit. @n—1 
| (2 n)° x? 
AA z+.. 


La série est divergente, mais la fraction continue est convergente et 
représente l'intégrale. 


LXVI. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 108, 1889, 1297—1298.) 


Sur un développement en fraction continue. 


(Note, présentée par M. Hermite.) 


Considérons le développement bien connu en fraction continue de 
l'intégrale 


1 10 


où f(2) ne change pas de signe, et posons 
Pr 
I = x Rh, 
TIULE 


_. étant la nième réduite. 

Qn 

Alors R, est le minimum de la forme quadratique 
P (Mis Los +. , En) 


=f le [+a(—2)+a(r—2 +... +a(x—2)"Pdz. 





x —2 
La vérification de ce théorème n'offre pas de diffculté. 
On peut déduire de là facilement 
lim R,—0, n= ©, 


tant que l'intervalle (a, b) est fini. 
Mais, dans le cas b— «, on n’a plus nécessairement lim R, —0. Ce- 
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pendant nous avons reconnu que cela a lieu encore dans un grand 
nombre de cas, notamment lorsque f(2) est de la forme 


gP—le—1a2 ou gb—le-qaV'e, 


Il est clair aussi que, lorsqu'on a lim R, — 0 pour une forme particu- 
lière de f(2), cela aura lieu encore en remplaçant f(2) par F(2), où 


F(2) < Af(), 


A étant un nombre fixe. 
Enfin ces considérations s’appliquent encore si, au lieu de l’inté- 
grale I, on considère une somme 


composée d’un nombre fini ou infini de termes. 


LXVII. 


(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 3, 1889, H. 1—17) 


Sur la réduction en fraction continue d’une série procédant 


suivant les puissances descendantes d’une variable. 


1. Soit 
a NE A 
() . . . nn Su Heat 


une série procédant suivant les puissances descendantes de x. Il est 
clair qu'on pourra, en général, la transformer en fraction continue de 
la manière suivante: 


(>. .r—= + 
g + — ii — 
D RER. = 
3 
ere À Cn—1 
Can 
1 + 
En désignant alors par 
ER M don 
Q «x Q Oæ+a 


: n 
les réduites de cette fraction continue, le développement de œ suivant 
A n 


les puissances descendantes de x donnera une série dont les n premiers 
termes coïncident avec ceux de S. 
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La fraction continue F peut se transformer encore en F’ 





C 
(3) . . . . F' ec 3 " c c. 
x + & —- ds Ps TA + 2 € 
3 C4 
% + © + CG — 
% + Ca + C5 — 
: P; C A 4 ; 
et, en désignant par —— 1, ,.,, *, ... les réduites de cette se- 
Qi Le + G Q, 
conde fraction continue, on a identiquement 
PSP, 
Qu  Qn 
2. Il est clair que les coefficients c,, c,, ..., &, ... sont des fonc- 
tions rationnelles de @,, &,, ..., än, ...; & du reste, ne dépend que 
de dj» dj, ..., An. 
Posons 
do a; .. An: 
a CRTC 
D. Am, An! 7 se ” 
| An —1 An +. n—2 | 
a; da ... An 
| 
| «à a 
D 2-1, nl % RP 
An An+1 :.:. ini 
on aura 
c + do; 
C —An-1Bn 
(6) . . . , . . . . ortis F7 B, — | 
C is du +1 Bh 1 . 
: An Bn 


La démonstration de ces formules ne présente aucune difficulté, et 
nous ne nous y arrêterons pas, renvoyant le lecteur qui désire plus de 
détails sur ce sujet aux Mémoires suivants: 


Frobenius und Stickelberger, Ueber die Addition und Multiplication 
der elliptischen Functionen. (Journal de Borchardt, t. 88.) 

Frobenius, Ueber Relationen zwischen den Näherungsbrüchen von 
Potenzreihen. (Journal de Borchardt, t. 90.) 
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8. Mais le problème de la transformation de la série en fraction con- 
tinue est susceptible d’une autre solution que nous allons développer. 
Envisageons d'abord le problème inverse, c’est-à-dire cherchons à 
exprimer réciproquement les a, au moyen des «. Nous proposons, 
pour ce problème, la solution suivante : 
Calculons d’abord une série de quantités a;,x, Bi,x d'après les formules 
suivantes 
&,0= 1, 
Me SR RER lorsque (DS + 
Bu: =0 ilorsqie 1>%k; 


Bo,k = 00,# + Co &,x, 
B1,k — d1,k + C4 A2,k, 


(7/) De . B2,x = G2,k + C6 a8,k, 


Q0,k+1 = C1 Bo,k) 
O,k+1 = C8 Pi,x + Box; 
A Ba,x + B1,x, 


dre D ie te ei UD US TE ee , 


Qi,k+1 = Cœit1 Bike + bPi-1,», 


LAN OT UE Le ORAN es Me UE ON Le UE en Ne UN 0 Ve 





Si l’on dispose ces quantités dans le Tableau suivant: 


| @o,o : Boo Go  Po,1  Go,2 | Boz | 0,3 | Po,s 
RU: ae | Poe | a,3 | Bas 
os | 





on voit que chaque colonne verticale se déduit de celle qui la précède, 
et, en effectuant le calcul, on a 


1\1lalatal tan .| d+d+ticutan … 


ne % 1 | 1 Later) a+o+c+c 
Lire ———— | 1 | 1 
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Ceci posé, les quantités a,, ... s'expriment au moyen des ax, Bix, 
ainsi qu’il est indiqué par le théorème suivant: 
I. La forme quadratique à une infinité de variables 


90 


2. À di+x Xi Xk 


Ô 


est égale à 
Co Cao,o Xo + 0,1 X1 + 00,2 Xe + %0,8 Xs +: P 
+ Co Ci CoCa1 Xi + 1,2 Xo + &,8 X3 +... F 
+ Co Ci Co Cs C4 Cao,o Ko + 02,5 X3 +... 
+ Co Ci Co C3 Ca C5 Cg [ass X3 +. F 


de même la forme quadratique 


PA P.à ditr+1 Xi Xx 
| DÉE 
est égale à 
Co Ci Lo,o Xo + Bo,1 X1 + Po,2 X2 + Bo,s Xs +. . 
+ Co Ci Co Ca CB: X, + B,2 X, + bi, X3 +...) 
+ Co Ci Co C3 Ca C5 [B2,2 Ko + Bas X3 +. ] 
+ Co Ci Co Cg Ci C5 Ce C7 LB5,8 X3 +... 


4. Pour démontrer ce théorème, soient 


À = Co Cao,o Xo + G0,1 X1 +. F 
+ Co Ci Co La, X,+..F 


B = cc; [Boo Xo + Bo,1 X1 + - - P 
+ Co Ci Co Ca CB 1 X;, +...F 


Ce sont là des formes quadratiques qu’on pourra mettre sous les formes 
suivantes 


A= >> w" A;,x Xi Xx, 
0 0 

B= >> B;, x Xi X4. 
es 
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Nous remarquons d’abord que 
Ai+1,x = Bi,x. 
En effet, la valeur de A;4:% est 
© Co do,i+1 %,k + Co Ci Co Ai +1 di, k + Co Ci Co Ca Ca Go +1 A, k +. 
c’est-à-dire, d’après les relations (7”), 
(8) Co Go, x C1 Bo i + Co Ci Co a, (Po + Ca Pa, i] + Co Ci Co Ca Cy Go, à [81 i+ Che il+... 
tandis que la valeur de B;,4 est 
Co Ci Po, i Bo, À Co C1 Co C8 Pa, i Ba, e + Co Ci Co Ca Ca C5 Bo, à Ba,x + +; 
c'est-à dire, d’après les relations (7’), 


(9) Co Po il ao, x + Co x] 


+ Co Ci Co Ca Pa à Las, + Ca Ge] + Co C1 Co Ca Ca Ces Pa, à Cas, x + Ce G8,x] 5 


L'identité des expressions (8) et (9) est évidente, 
Il est clair qu’on aura de la même façon 


Ai,k+1 = Br, 
donc 


ÀAi+18 = Aik+1; 
d’où l’on conclut que généralement 
Ai,k = À,,s 


sous la condition i + k=—7r+s. 
On voit par là qu’il existe une série de quantités 


5 ; di, da; ds; Pets 


telles que l’on a identiquement 


1x2 »2 ditx Xi Xk, 
B=Y +2 di+k+1 Xi Xx. 
0 0 
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De plus, si l’on remarque que, d’après notre algorithme, on a 
di = Bii =], 


on conclut directement les valeurs des déterminants 





| do A -.. On—-1 
VA A ... An = Co X Co Ci Co X Co C1 Co Ca Ca XX... X CpC Co. Com — 29 
PR. An +: Ain—2 
M .. An 
Éd de = cp 6, X Gp 4 6 6 X +» X Gp & Ge + na 
| An Gnt1 -.: Gn-1 | 


et les formules que nous avons rappelées dans le n° 2 montrent alors 
que, en réduisant en fraction continue la série 


Le théorème énoncé est ainsi démontré. 


5. On voit, par ce qui précède, que l’on pourra écrire immédiate- 
ment la fraction continue F, dès que l’on aura obtenu les décomposi- 
tions en carrés des formes quadratiques 


0 (+) C2] @ 
> ditx Xi Xx, 2 di+x+1 Xi Xk. 
.. 0 


0 


Nous ajoutons que, en connaissant seulement la décomposition en 


carrés de 
Le] (ee) 


à dit Xi Xx, 
0 


0 
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on pourra écrire immédiatement la fraction continue F’. En effet, dans 
cette fraction continue figurent seulement les quantités 


Cor C1Cos Colas C5 Ces 
et 
Cr Cor Ca + C5) 


Les premières sont connues immédiatement. Quant aux autres, il suffit 
d'observer que 


ia tete dans, 
pour en conclure 


C; — d,1;, Co + C3 = 1,2 — 0,1, Cy + C5 = 02,3 — 2, 
du # LI LR 
Sous une forme légèrement modifiée, nous pouvons dire: 


IT. Si l’on a identiquement 


> Sn. Xi Xkx—=6e[X, +a X, +a Xs+...F 
0 0 + 8 [X, + PB Xo +... F 
+ &[X + 73 X3 +...P 





EC $ 
on a en même temps 
Go A | do A NE €) | 
x ÊT me €1 : € 





x + a, — 


€o : € ? 


RL DE Fe de 





6. Nous allons donner maintenant quelques applications de ces 
théorèmes. Considérons pour cela le développement 


On trouve facilement 
d—=1l, a—=k, a—=2k+38k, a= 16 k —+ 80 k° + 15 k, 


Généralement a, est un polynôme du degré n en #4; mais la loi de ces 
_polynômes est très compliquée. Nous allons voir que la réduction en 
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fraction continue de 


Go __ 1 9. 
ga + a 
conduit à des expressions très simples pour les c,. 
Soit 
f(x) = (séc x}'; 
en calculant les dérivées successives f’, f", ..., on obtient 


f! = k(séc x} tang x, 
f" = (séc x) [4 + (4 + #°) tang” x], 


Posons, pour abréger, 
tang? x — 2; 
on voit facilement que l’on aura généralement 
FM —(sécx)* pm, 
fêm+D — (séc x)f tang x yn, 


Pm Et Ym Étant des polynômes du degré m en z. 
En prenant les dérivées, on trouve les relations 


Ym_ = 2(1+2)pn+k pm, 
Pm+i= 22 (1 + 2) pu + [1 + (1 +) 2] pm 


Nous désignons ici par pm, yn les dérivées de y, et de y» par rap- 
port à z. Ces relations permettent de calculer de proche en proche les 
polynômes y et y, et si nous posons maintenant 


Em = am, 0 + k(k + 1) ami 2 + k(k + 1)(4 + 2)(k + 3)am222 + ..., 
Pm = À Bm, 0 + k(K + 1)(k +2) Br, 12 +k(k+1)(k + 2)(4 + 8)(4 +4) Bm,22° +... 


il en résulte les relations suivantes 


Pm, 0 = Am, 0 + 2(k+1l)an:;, 
Bm,1 = am,1 + 4 (% + 38) am, 
Bm,2 = 4m, 2 + 6 (k + 5) am,s, 
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et 

Am +1,0 — k Bm, 0 

Am +1,1 — Bm, 0 + 3 (% + 2) Bm,1 ; 

Om +1,2 — Bm, 1 + 6) (4 + 4) Pm, 2 y 

A de k 

Am +1, = Pm,i—1 + (25 + 1)(k + 2 à) Bi. 

En comparant ces relations avec l'algorithme que nous avons exposé 

dans le n° 3, on reconnaît que les quantités a;,x, Bi x sont exactement 
celles qu’on aurait obtenues là en partant des valeurs 








a=1.4, o=2(0R+1),, =3(4+2), ..., a=n(t+tn—1), 
et l’on en conclut, sans la moindre difficulté, 
PE E. PI  p 
x PR 1.k4 
“ 14 2@+D) 
mere 
HSE gs a 


En remarquant que 


2 . a 2 de 4 
pe) 20 pt nat— 


et que, par conséquent, l'intégrale 


co 2 k 
NC CR 


0 


donne ce développement (divergent) 











Go __ A y ds. 
x 2 + ee + : 
on obtient enfin ce résultat 
co 9 k is He . 1 
üo RL dr Mate 
s “ei 2(k—+ 1) 
24 342) 


x+. 


Nous nous bornerons ici à considérer la transformation de la série 
en fraction continue au point de vue purement formel. Dans une autre 
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occasion, nous ferons voir que la fraction continue que nous venons 
d'obtenir est convergente et représente effectivement l’intégrale si l’on 
suppose x >0,k> 0. 

Notons, en passant, le cas particulier k——n, n étant un nombre 
entier positif. La formule (10) se réduit alors à cette identité algébrique 














(u)o (n), (n)o On 2 
Int rin States: it 1.n 
Et 2(n— 1) 
T—.. n.1 


— 





F 
7. Nous allons donner maintenant une application du théorème II. 
Considérons pour cela la fonction 
f—=sinamx, 
le module étant 4 comme d'ordinaire. En calculant les dérivées succes- 
sives, on voit qu'on a 
f —=sinamzx{a,], 
| f" —=sin am x[a, + b, 2], 
[= sin am x [as + b, 2 + © 2°], 
1% — sin am x [as + b4 2 + ca 2° + ds 25], 


(11) 


où nous avons posé, pour abréger, 2— k sin? am x. 
Il est clair ensuite que 


L ea _ An 22+1 
ei dr 


et, d’après la série de Taylor, on a 


2 
4 Ein am (œ + 9) + sin am (ce — pJ= ff" + po 





c'est-à-dire, d’après les formules (11), 
(12) . . . . 4{[sinam(x + y +sinam(x—7)] 


ÿ y 

= sin arm 2 [ao + @ 7 +@ + 
$ y? y 

+esinamalo tarte 


4 
+2 sin am | ne D. | 





IL 13 
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D'autre part, on a, d’après les formules d’addition, 


4 [sin am (x + y) + sin am (x — )] 
___ Sin am % COS am y A am y 
7 1 — 2 sin? am x sin? amy 


— sin am x Cos am y Aam y|1 + kzsin?am y + k?2?sint am y +...|. 





La composition avec (12) fait voir que 
sas ÿ y 
COSaMyAAMY—= TT ST S Sat.) 


y 
k sin* am y cos am y A am y — b, D L pogobdfiolis quel, 











k° sin‘ am y cos am y À am y — 21 9 1 
d’où l’on conclut, par intégration, 
: y ÿ 
SAMY YU TS STE S.1.8 1) 
LATE ÿ ÿ° 
(95 2. bros larg ssst 
6 de y 
— Sin? am y 15.34 BF... 





0 0 ef eff gi da mu me md de ne 


Si l’on se rappelle que z — k sin? am x, on voit que le second membre 
de la formule (12) peut s’écrire 





[ Lu. sy | l  p UD «it 
Mr Har gs ter s ss te |X{07/+mr ste sus t.. 
À y y 
+8 sors + Jx bris +ars ht 
à FE 0) 
+5 Par 1x DRE. 


tandis que le premier membre est 


1 a 
nn 2 pi a 


(2 n + 1) [(œ + | : dti + (x FA | ) pes 








RÉDUCTION EN FRACTION CONTINUE. 195 


La comparaison de ces deux expressions donne cette relation remar- 
quable 


Gita = dir + 3 bibx + 5 Cicx +... 
ou, ce qui revient au même, 


D D air XiXx = [0 Xo +4 Xi +@X2+...F 
ns + 3800 Xi + be Xe + ...F 
+ 5 [co Xe + ...P 


2 Le] 
Ayant ainsi obtenu la décomposition en carrés de S° D a;+:XiXx, 
0 0 


on peut écrire immédiatement la réduction en fraction continue de la 
à a 
série LL 2 +... Il suffit pour cela de calculer 46, 41; bi, Ds; co, Ca, .…., 


ce qui n’a aucune difficulté, à l’aide des formules (13). 
En modifiant légèrement le résultat ainsi obtenu, nous trouvons que, 
si l’on écrit 
| a æ 
SiNaML—=@T— 4) 9 31%) 9345. A 


la série (divergente) 


11%, 
x? ÊT mt. 


qui provient de l'intégrale 
| e*?sginamzdz, 
0 


donne la fraction continue (convergente) 


(14) | 





2 972 
D TR 
à 3.4°.5k? 
4 +8 + 32 l 3 ge SOC DAT EE ME LRU: ë R 2 912 
BEBE — HA ti 
+ Ti. 


"4 





en posant, pour abréger, 1 + 4? — |. 


8. La considération des dérivées successives de 


cosamx, Aamzx 
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conduit à des résultats analogues, mais qui offrent encore une appli- 


cation du théorème I. 
Soit f(x) — cos am x: en introduisant encore la quantité 2=—k sin?amx, 


les dérivées d'ordre pair se présentent sous la forme suivante 


{ f —=cosamx{a,], 
f" —= cos am x[a, + b, 2], 
(15) . . . . | FO — cos am x [a + b, z + © 2°], 


FO = cos am x [az + db 2 + C3 2 + d2], 


et il est clair que 


Le théorème de Taylor donne ensuite 
_ypl=f+r À Na site 
+ [cos am (x + y) + cosam(x—y]=f+f NC DUR ARS RC DE SP 


ou bien, en introduisant les valeurs (15), 


(16) . . . [cos am (x + y) + cos am (x — y)] 


y y‘ 
= cos am lo + @ 4e + 


4 


+2 008 am ah +b +. 


o REC DRE 
+ 2 cos am [cg 3 +... 





D'autre part, les formules d’addition donnent 


4 [cos am (x + y) + cos am (x — y)] 


COS am Z COS am 7 


7 1 — 4? sin? am x sin? amy 


— Cos am æ cos am y [1 + X z sin° am y + 4? 2? sinf am y + ...] 
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La comparaison avec (16) montre que 


L # da 19 
| PARUS dE SE ETATS Preis 
in? “ss dx a de 
(17) _/k sin am y COS am y — both 9 sat 
4 
2 gint al NT 
k°sin* am y cos am y — 19823 T') 


CU) NAT DUR NT De AM DRE ou ne SE VAS US Os FOX JUN TORS OR CRE MS fée PAS JAN DER DO QUES ON CT CNE ND AS RTE 


On voit par là que le second membre de la formule (16) peut s’écrire 


a+ a RE Li. |x C Me deg, LD à) ge | 
MES OT MTS s14 PAT ST TITRE TA 


: l jo tu rs +... [x b a tors Gate | 
+ ner +..]x Has Pt. | 
a | 


et le premier membre est égal à 


1 € An ; 
9 à a Cond Vel 
0 
La comparaison de ces deux expressions conduit à la relation 


Qitr = Qidx + bibx + cicx +..., 


ou, ce qui revient au même, 


D. > aitkXi Xx=[a; Xo + 4, X, + Xo + ...F 
. + Lo X;s + 02 Xo +... F 

+ Lo Xe + ...F 

12: 


9. La considération des dérivées d'ordre impair de f— cos am x va 
nous donner une formule analogue. On trouve que ces dérivées se 
présentent sous la forme suivante 


f! =snamzxaAamx(a.], 
(19) f'!= sin am x À am æ[a, + b, 2], 
f® = sin am x À am x[a; + b, 2 + c3 2°], 
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Il est à remarquer que a,, a,, a, ... ont ici les mêmes valeurs que 
dans les formules (15), mais il n’en est pas de même des do 
Cette remarque est à peu près évidente, car si l’on prend encore a,—1, 
on tire des formules (19) le développement 





à Ra : An X2* 
came D nn 
0 


La formule de Taylor donne 
3 5 
#cosam(x+ y) —cosam(z—p}=f" À 4" HO 


et, si l’on introduit les valeurs (19), 


(20) . 4 [cos am (x + y) — cos am (x — y)] 





y y° y 
=sinams a am ele Ÿ 4e D + 9 n +... 


o 
D. 





s y° Ua | 
+ sein ame à am eo, Ÿ + 
5 


y 
SE 





+ # sin am & à am | 


or on a 


4 [cos am (x + y) — cos am (x — y)] 


____ Sinam % A am x sin am y Aamy 
1 — k° sin? am x sin? am y 





— — Sin am x A amæsin amy A amy[1 +2 sin? am y + 4222 sint am y +...] 


donc, par comparaison avec (20), 





—  SnamyAamy—a 2 je gif di Cu + 
pas RS Sd 





y y5 
Eds 3 — FRE. APE 
UT TROT dr.2.8 1 01.5.8.2.8 tt 





— k2sin° amy A am y — GT 9 “a 4 BST. 
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Le second membre de la formule (20) s'écrit donc 


x dm 5 
ni +erSsteisssst. |x a Y +47 2. g+a 31.33487" . 
a a? 3 y SU | 
fers tirs sset]* Ce _# RUE NA NN Le 
a? | ne À se | 
055 5rst+.)x ares tEt 


tandis que le premier membre est 


CEE 
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On en conclut 
— ditk+i = Gi+10x+1 + bia dx + Cia Cu + +... 


ou encore 


(22) . EE nest XXe fr + X, +a Xo+...P 
+ Le Xi + do + 
+ Les Xe +... 


Les décompositions en carrés données par les formules (18) et (22) 
permettent maintenant d'écrire immédiatement la fraction continueF, 
qui résulte de la série 


L.. AnLSF. : M ii AP 
mir où 2 
En changeant légèrement les notations, nous écrivons le résultat 
final ainsi: soit 
Eva a 
ee ob LOL ONE PR ALCE UE EP 
alors la série (divergente) 


Bo __ Bi y Be 
Dh th 


qui provient de l'intégrale 


ee 
| e—*2 cos am 2 dz, 
0 
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donne la fraction continue (convergente) 





(23)... . . + —_——; 
& + 92 2? 
PP 
+ re 
NS 


Et une analyse toute semblable conduit encore à ce résultat que, si 
l'on écrit 


x? x# 
SRE Te NE aa ei 


la série (divergente) 


qui provient de l’intégrale 


a 
Î e—*?Aamzdz, 
0 


donne la fraction continue (convergente) 





(24) à pe 
D + ——>% 
MEET SE e + @n—iÿe 
5 ARUSE 
É 4e a TE 


La démonstration que ces fractions continues convergentes repré- 
sentent effectivement les intégrales dépend de considérations toutes 
différentes que nous nous réservons de développer dans un autre Mé- 
moire. 


LXVIII. 


(Bul. Sci. math., Paris, sér. 2, 13, 1889, 170— 172.) 


Extrait d’une lettre adressée à M. Hermite. 


Permettez-moi de vous présenter une remarque que m'a suggérée 
votre résultat 


arc COS a) 

PE. a c 

J =| | e—Q@a2+2bry+cg) dx dy = > "’. 
ne À TT 2Vac—® 


Elle consiste en ce que l’angle 





p = arc COS bai COS p = = , 
qui y figure et qui est compris entre 0 et x, est précisément l’angle 
qu’on rencontre en représentant géométriquement la forme positive 
aa? + 2bxy + cy:. 

Cette remarque m'a conduit à une autre démonstration de votre 
résultat. Soient (Fig. 1) OU, OV deux axes coordonnées comprenant 
l'angle y, 


Fig. 1. 
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les coordonnées d’un point P; on aura 
OP= ax + 20 xy +cyÿ 


et, par suite, 


JVac=f ['e-omau ar. 
0 0 


En multipliant par sin y, sin du dv est l'élément de l'aire plane 
égale à do; donc 


JVacsinp=| [e-°%4o, 


l'intégration s'étendant sur l'aire infinie correspondant aux valeurs 
g P 


positives de « et de v. 
En introduisant des coordonnées polaires, on aura 


do—=7r dr d6, 


LÉ aù 4 co 
JVacsine— | ao f re" dr=4, 
0 0 | 


D 
2 V’ac sin 
Cette méthode s'applique avec la même facilité au cas de trois 
variables 
1=/ | [ e_*dxdydz, 
0 0 0 
p—=Qa +by +c+2a yz+2b, 2x +20 xy. 
Déterminons d’abord trois angles a, 8, y compris entre 0 et x, par 
les relations 











a 
Cos a = — COS B = 


Vèc 


VOW =, 
DAT 7 le 
WOU—B, 


EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. HERMITE. 


Fig. 2. 





et si 
u=xV'a, v=yVo, w—=2Vc 
sont les coordonnées d’un point P,ona 


OP?=y, 
donc 


JVabe =ff [e-" au dv du. 
Css - ai: 
Mais l'élément de volume de l’espace est 
do—k du dvdw, 


k étant un facteur constant de valeur connue, donc 


JkVaic=| | [e-vdo. 


Fig. 3. 


P 
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Introduisons d’autres variables et déterminons la position du point 
P par OP=7r et par la position du point P, sur la sphère de rayon 1 


dont O est le centre (Fig. 3). 
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Il n'est pas nécessaire de spécifier la nature des coordonnées à 
introduire pour déterminer la position de P,; toujours on aura 


do==r"do X dr, 


o étant l'élément de l’aire de la surface de la sphère ; donc 


JkVarc=|de| e-"rdr=S x }Vz, 
0 


S= [ de étant l'aire du triangle sphérique ABC dont les côtés sont 


v 


a, B, y. En écrivant au lieu de k sa valeur, il vient 


LXIX. 


(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 8, 1889, 472—478.) 


Sur un passage de la théorie analytique de la chaleur. 


La méthode suivie par Fourier pour obtenir le développement 
(A) . . . 1 —acosx + b cos 3x + c cos 5x + dcos 7x +... 


est très belle, mais elle manque absolument de rigueur, et l’on peut 
même s'étonner, au premier abord, qu'un tel procédé puisse conduire 
à un résultat exact. 

Fourier pose x—0 dans l'équation (A) et dans celles qu’on en dé- 
duit par des différentiations successives. Il obtient ainsi les relations 


1=a+ b+ c++ d+..., 
0O=a+8b+Sc+7ad+..., 
zza+8tb+5te+Ttd+..., 
O—a+3b+5c+7d+..…., 


n de ces équations lui fournissent les n premiers coefficients en annu- 
lant tous ceux qui suivent, et, en prenant ensuite n— ©, on constate 
que les valeurs obtenues pour a, b, c, d, ... tendent vers des limites 
déterminées. 
C’est ainsi qu'il obtient le résultat cherché 
z I 1 1 
4 = SLT— cos 3 T + & COS 5x — 7 C08 7xz+.... 


Nous nous proposons dé’tudier de plus près cette méthode. 


1. Il est clair que la détermination des a, b, c, d, ... d’après 
Fourier revient à ceci: 
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Déterminer les coefficients a;, a, ...,a, de manière que le déve- 
loppement de 


Pn (ZX) = 4, COS x + a, C08 3x +...—+ a, cos (2n — 1)x 
soit de cette forme 
En (0) = 1 + on 2 nn 2 
Pour obtenir y, (x) et en même temps une expression simple de 
1 — yh (x), nous remarquons que l'identité 
(2 i sin æ—1 — (eir — 6—ixÿn—1 


donne facilement, en développant le second membre, 





(sin x}"—1— À, |sin x — sine TU D sin 5e — 











Se) ("+ 1)(n +2) 

| (n— 1)(n —2)(n —3) . 

TD S+ONtS IL 
"7 4.6.8...(2n) 

On en conclut 

['(einaPr-1 42 = 
(2) 

—B, — An|cos x — Supics3e+ à pra co6e—.….) 





Or il est clair que le développement de 


x 
[ (sinx}"—14x 
0 
commence par un terme en 42”: donc on a nécessairement 


febi = 5" [cos à — > LA Mi eos3æ+ 


_ pue: 
1 (n—1)(n — 2) 
+ EEE 6e—...) 





DE 1 — que) = [ein a)" 2: [' (sin a)®"-t da. 
0 0 
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Fourier n’a pas donné explicitement l’expression de w,(x), mais on 
peut la déduire facilement de ses formules et constater l'identité avec 
la formule (3). On a notamment 

» 82.52.72...(2n— 1} 
Br (81) —1)(7—1)...[8n—1)—1)] 
et il est facile de conclure, d’après la formule de Wallis, 


MN Ce dt sr Den 


 . SE 





. . TT . 
2. Supposons que x soit compris entre + à (sans atteindre une 


de ces limites), la formule (4) permettra facilement de conclure 


lim[1—p,(x)] =0, N == ®, 
En effet, soit 


AA 


C, = | (sin x)?"-14x, 
0 
il est clair que 
Ch +1 CT sin? x 
et 


2n 


MI TES 


B», 


donc 


1— En +1(&) __ Cn+1, Cn ) 0 
Le, né PER RS l+5, sin? x, 


1 étant un nombre fixe compris entre sin? x et 1, le rapport 
C1 — qn +1 (@I]: T1 — px (2)] 


sera donc constamment inférieur à À à partir d’une valeur suffisamment 
grande de #, d’où l’on conclut 


D: . Wlina. A]l=0, n= ©, 


On verra de la même façon que 


(7) are pahete «lim 3 f'(sina)"-1 20. 
0 
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Or on a 
DS me ES = —( 39 100009 | 
LL rs A Ve Pr + 
0 
ec 
FE : 
ln rr: 


Donc, pour achever la démonstration de la formule 


7 1 l F 
J'TE S cos 3% + — COS 5% a 


il suffira de faire voir qu’en js 


1 
S = COS x — - cos 3% + à - COS DT —. 





3 ? 
ce Tn—1 1 (m—1)(n — 2) A 
S' — COS Z — . Fe 5 Hi ES $ 
on a 
lim(S—S)=0, # == ©. 


8. Remarquons d'abord qu'en écrivant 
S' = 4, COS x — 04 COS 8x + a; cos 5T —..., 
les coefficients a,, a, a,, ... sont positifs et vont en diminuant. 
Soit, m étant un entier impair, 


1 
Rm =, COS ME — _ os (m + 2)x+...+ mon cs Or + 24 


Rn = Am COS ME — Am+2 COS (mn + 2) & +... + Am+2k COS (m + 2k) x 
On aura 
2 Rm COS Z = 0m COS (nm — 1) x + (am — Am +2) COS (nt + 1) à — 
(Am+2 — Am +4) COS (m + 3) x 


F (Gm+2k -2 — Am+2k) COS (m + 2k— 1)x 
+ Am+2x COS (m + 2k + 1)x; 
d’où l’on conclut qu'en valeur absolue 


12 Rn cos & | < Am + (Am — Am +2) + 


+ (Gun +2 — Am +4) + 4 + (Am +28%—2 — Am+2%) + Am+2k, 
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| R2! Cm 1 
D. : BIC Se Sue 
et de la même façon 
1 
D. .......RNR— 


Cette dernière relation montre que la série $ est convergente. 


4. Cela étant, soit s un nombre positif donné aussi petit qu’on 
voudra. Il faut montrer qu'il est possible de trouver un entier N tel 


que, pour 
n=N, 
on ait toujours 
IS—S'I<e. 
Il est bien entendu qu’on suppose que x a une valeur fixe comprise 
entre + 5 


Voici comment on peut trouver ce nombre N. Décomposons d’abord 
d'une manière quelconque : en deux parties également positives: 


ee Le 


et prenons un nombre entier impair m tel que 


2 
Mer 


€ COS Z 


En écrivant alors 





: — COS (m—2)x + Ru, 


1 Q 
Co83T +... + 


S = COS Z — 3 


S' = 4, COS & — A3 COS 8% +... + Am COS (m—2)x + Rm, 
on aura, d’après les limitations (8) et (9), 
1 
| R» | < D] €, 
| R: € .: 11 
| Run | 9 É 
D'autre part, en faisant croître indéfiniment l’entier n, l’expression 


&y COS Z — A3 COS 8€ +... + Am COS (m — 2) x 
II 14 
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tend vers 
1 1 
COST — cos 3x +... + 5 08 (m — 2) x. 
On peut donc déterminer un entier N tel que, pour 
n=N, 


la différence de ces deux expressions soit inférieure à &’, et il est visible 
que, pour ces valeurs de n, on aura 


IS—S'|<e Le! —e, 


La formule 


7 1 1 
7 =CO8T—S CO83% + COST —... 


est ainsi démontrée rigoureusement; il faut supposer x compris entre 


5. On peut obtenir d’une façon analogue le développement 


1 0 : . 
gT— GSn2%—.,;sn4x + siNn6érT—... 


On déterminera d’abord une expression 
Y, (x) = a, sin2x +La,sin4x+...<+a,sin 2nx, 
par la condition que le développement de Y, (x) soit de cette forme 
Yh (x) = 2x + ka LENTILLE Eng an +8 EL... 
On obtient immédiatement la valeur de Y,(x) en remarquant que 
Yh (x) — x 


ne peut différer que par un facteur constant de 
x 
Î (sin x)" dx, 
0 


et la suite du raisonnement est tout à fait semblable à ce que nous 
venons d'exposer en détail. 


LXX. 


(J. Math., Paris, sér. 4, 5, 1889, 425—444) 


Sur le développement de log r'(a). 


Le but principal de ce travail est de donner une nouvelle déduction 
de la formule (formule de Stirling) 


log (a) = (a — 4) log a — a + 4 log (2x) + 





et de faire ressortir que le second membre représente asymptotique- 
ment la valeur de log T'(a) (dans un sens que nous préciserons plus 
loin), même dans le cas où la valeur de a est imaginaire, la partie réelle 
de a étant négative. 

Les intégrales définies que l’on a jusqu'ici introduites dans cette 
théorie présentent toutes cette particularité qu'elles ne sont valables 
qu'en supposant la partie réelle de à positive et ne conviennent donc 
pas à notre but. 


1. Il n'entre pas dans nos intentions de reprendre toute la théorie 
de la fonction l'; mais, pour mieux caractériser notre point de vue, il 
semble convenable de donner une déduction rapide de toutes les for- 
mules dont nous aurons besoin, 

Nous adopterons comme définition cette formule 


Pets RE de: 
a@+1)(a+2)...(a+n—1) ? 
(n — >) 


NL  Eig=iin 
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d’où l’on conclut immédiatement 
D . . .. ST.) TETOONR 


et 
r(l)= 1, rin)=1.2.8...(n — 1). 


Par conséquent, la formule (1) peut s’écrire 


T'(n) T (a) n° 
la<+n) 


(n — ©) 


r'(a) = lim 


donc 





TR +@ _ 
#eDé) 7" 
(n — ©) 


(+, SR RER 


Une autre propriété qui découle immédiatement de la définition 
adoptée est celle-ci 


TT 
sin (x à) 





OS A AT TE 


Des formules (2) et (4) on déduit encore 





— TH 
COTE NE RU 
r'H+ar(4—a)= tr 


Remplaçons ici a par ui, u étant réel; on en conclura 





27 
’ 
u (ETUu— e—x':) 


mod l'(4 + wi) = V= I 





mod T'(ui) = 1 
(5) 








2. Nous avons à considérer maintenant la fonction log r' (a). C’est 
là une fonction qui n’est pas uniforme comme l'était r' (a). Mait il suf- 
fira de considérer une branche particulière de log T'(a), et, pour la 
préciser, nous supposerons d’abord que log r (a) est réel lorsque a est 
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‘réel et positif. Ensuite nous limiterons Ja marche de la variable par la 
condition qu’elle ne traversera jamais la partie négative de l'axe des 
abscisses : nous avons ainsi une coupure de 0 à — ©. De cette façon 
log T'(a) a une valeur unique et bien déterminée dans tout le plan, à 
l'exception des points de la coupure. 

Pour ces points particuliers, log l'(a) a deux valeurs selon que l’on 
arrive à un tel point par un chemin tracé dans la motié supérieure ou 
inférieure du plan. L’axe des abscisses divise le plan en deux parties : 
nous désignons ici par moitié supérieure du plan cette partie où se 
trouve le point +. La notation 


+ pu 
log l'(a), log T (a) 


servira à distinguer les deux valeurs de log r' (a) aux bords de la cou- 
pure. Il est clair que la fonction log F (a), telle que nous venons de la 
définir, prend des valeurs conjuguées pour deux valeurs de a qui sont 
conjuguées. Par conséquent, la différence 


+ … 
log L'(a) — log l' (a) 


sera purement imaginaire. Il est facile d'obtenir cette différence. En 


supposant 
D n so £; 
UE QE ER à 
n étant entier et positif, la définition de l'(a) permet de conclure im- 
médiatement 
ee …— 
(6) . . . . . . logr'(a)—logr(a—=—2rixn. 


3. Considérons de même la fonction log a en limitant la marche de 
la variable comme dans le cas de log T'(a): on a 


+ a à 
loga—loga—=<+2xi, 
donc 


EE — 
(7) . . . Q@—hloga—(a—}Hloga——2xi[n+EX—E]. 
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Posons 
log l(a) — (a — 4) log a = (a), 


on aura 


FLE 
(8) . . . . . . . f@—-fo=2#it2i4 


On voit que cette différence est indépendante de n et se reproduit 
ainsi périodiquement le long de la coupure. 
Définissons maintenant une fonction d’une variable réelle x ainsi 


| P(x—=X—x, 
Poe DE 
\ (O0 <x< 1) 
et posons 
Re. P 
CRU cn Nr PONS CS 
J x + a 


Nous définissons ainsi une fonction qui existe dans tout le plan, mais 
qui admet comme coupure la partie négative de l’axe des abscisses. 

La différence des valeurs de J(a) aux deux bords de la coupure 
s'obtient immédiatement à l’aide de la formule de M. Hermite (Journal 
de Borchardt, t. 91, p. 65) 


— = 
A1)... . . « . .J@—J@=2xi[k— 61. 


L’inspection des formules (8) et (11) conduit à considérer la diffé- 
rence f(a) — J (a); posons donc 


ES 1. . p(a) = log T'(a) — (a — }) log a — J (a); 
on aura 
7 £ 
p(a) — p(a) = 0, 


c'est-à-dire que la fonction (a) est uniforme dans le vrai sens du mot, 
sans limiter la marche de la variable, Il est facile à voir aussi que (a) 
reste toujours finie et est, par conséquent, holomorphe dans tout le plan. 
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Mais il n’est pas nécessaire d’insister sur ce point, car nous allons voir 
qu’on obtient facilement l'expression explicite de cette fonction œ (a). 


4. Pour cela, il est nécessaire d'étudier d’abord la fonction J (a). Si 


l’on écrit 
LE à P (x) P( ; 
ur ne che d c+f x+a 


on a, d’après la définition de P (x), 











D... . jo= ar x, 
c’est-à dire 
D il = ZE e+ntpio(t tit) 1), 


0 


et il est clair qu'on a 





ON 1@—J@+D=@+ biog( +) —1. 


L'équation (14) peut donc s’écrire 


1@=YUGa+n—-J@a+n+D], 
0 


donc 
RS, : . … . limJa+n=t0. 
(an = >) 

5. Les formules (15) et (16) nous permettent de reconnaître sans 
difficulté la nature de la fonction y (a). En effet, nous calculons d’abord 
p (a+ 1) — y (a) = log a — (a + 4) log (a + 1) + (a — log a — J (a +1) + J (a), 
c’est-à-dire, d’après (15), 

p@a+1 — (a) =— 
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Donc, si nous posons 
p (a) = — a + y (a), 
c’est-à dire 
(17) . . . . y(a)=logr(a) — (a — 4) log a + a — J (a), 


la fonction y (a) admettra la période 1 


y (a + 1) = y (a). 
Soit x un entier positif, on aura 
V@+n) —y(n) = 
— log l'(a + n) — log Un) — (a + n — +) log (a + n) + 
+ (n — 4) log n + à — J (a + n) + J (n). 

Faisons croître indéfiniment l’entier #, à cause de la périodicité de 

la fonction y, le premier membre ne varie pas et reste égal à 
y (a) — y (0). 

Pour avoir la limite du second membre, il suffit de remarquer que, 

d'après (3), 
lim [log T'(a + n) — log l'(n) — a log n] = 0 
(n— ©) 

et, d’après (16), 


lim J(@+n#)—=limJ(n) =0, 
(n = wo) 


On obtient ainsi 


w (a) — y (0) = 0. 


La fonction y se réduit donc à une constante que nous désignerons 
par C, et nous obtenons ainsi 


Éd log T'(a) — (a — 4) log a — a + C + J (a). 


6. Il nous reste à obtenir la valeur de la constante C. 
Remarquons d’abord que la valeur de C est évidemment réelle. Cela 
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étant, remplaçons, dans la formule (18), & par ui, u étant réel et po- 
sitif, et faisons croître indéfiniment w. C étant réel, on pourra négliger 
la partie purement imaginaire et l’on aura 

C—lim. partie réelle de [log T'(wi) — (ui— }) log (ui) — J (ui)]. 

Or nous verrons bientôt que 
ON. , . 0e INR 


et, d'autre part, on a 


p.r. (wi — À) log (ui) = p. r. (ui —4) lo u +5 = 4 o8u 7" 


et, d’après la formule (5), 
p.r. log l'(ui) — 4 log (2x) — 4 log u — 4 log (e7" —e-xu); 
donc 
C=— lim } log (27) — 4 log (1 — 27%) — 4 log (27) 
et, définitivement, 
(20) . . . logT'(a)—(a — }) log a — a + 4 log (2x) + J (a). 


C'est la formule que nous voulions obtenir et qui servira de point 
de départ à notre déduction du développement de log r'(a). Elle ne se 
distingue de la formule qu’on emploie ordinairement dans ce but que 
par la forme sous laquelle s’est présentée la fonction J (a). 

En effet, la formule (10) 


est valable dans tout le plan et admet seulement comme coupure la 
partie négative de l’axe des abscisses, tandis que les formules de Binet 





co L É 1 e—ax 
nn J@=/ =: -5 — da, 
: 0 
1 j® adzx 1 
(22) MR ire _.) & + 2 log 5) 
0 


supposent essentiellement que la partie réelle de a soit positive. 
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Cette formule (10) est due à M. Bourguet qui l’a obtenue sous une 
forme légèrement différente dans un travail inédit, mais dont nous 
avons eu connaissance. 

M. Bourguet obtient, en effet, une formule qui, après un change- 
ment de variable, peut s’écrire 


00 


© dx sin2nrx 
J(o)= , 
Z , t+a n x 





et, comme on a, pour toute valeur réelle de x, 


2) 1. Pos 


1 da 
la relation avec la formule (10) est évidente. 
7. La formule (16) montre que J (a) tend vers zéro lorsque a croît 
indéfiniment d’une certaine manière 


Il est important de généraliser ce résultat. Pour cela, reprenons la 
formule (13) 


et remarquons que 


dr 


f'atrtau=f Ts MÉT …s 








_{f" ie UE ee 
m1 atatz id ainiisatt ‘ 
donc 


1 
(24) . .J(a)— E/'« JR envie Le 


ou 


“ 2(4—zx} dx 
Jam HAE 
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Supposons d’abord «a réel et positif, J (a) l’est aussi, et, à cause de 


@+n+z(a+n+1—zx)=(a+n)at+n+1)+x(i- x), 


on aura 








A fŸ 2(4—xÿ dx 1 
1O<Z] Gin @+n+n =5> @+n@+n+ D 
PUS a 
Prenons maintenant, dans la formule (25), 
a=kReie, 


R étant positif, et l'argument 0 compris entre les limites + x. Il viendra 
évidemment 


“AS | 2(k— x) dx 
modJ(Re mL mod (ReiôÆn—+Ezx) (Re0En+ti—x) 





Nous remarquons ici que n + x et n + 1 — x sont réels et positifs. 
Or, b étant réel et positif, on a 





mod (Reï0 + b) = V(R + 6} cos? 4 0 + (R — »Ÿ sin? 4 0, 
mod (Reïo + b) > (R + b) cos 4 6, 





donc 
| — x) dx 
vd D < 568 : Élus (R- er (R+n+1i—x) 
c'est-à-dire 
mod J (Reio) < ÿ 7) 
et, à plus forte raison, 
1 


io ARRET 
D. 5, mouJRe )< 13 R cos 4 0 
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On voit par là que, lorsque a croît indéfiniment, J(a) tend, en 
général, vers zéro. Il ne pourrait y avoir exception que dans le cas où 
l'argument 0 tendrait en même temps vers la limite Lx ou vers — x. 
La formule (19) que nous avons admise provisoirement est aussi une 
conséquence immédiate de la limitation que nous venons d'obtenir. 


8. Considérons maintenant le développement de J(a) suivant les 
puissances descendantes de a. Si dans la formule (10), nous rempla- 
çons P(x) par son développement en série trigonométrique (23), on 
aura 





à no. D sin nez + 


0 1 


et, en intégrant par parties 24 — 1 ou 24 fois, on obtient 


(27) . T()= + — noie D” ‘fe TBE =; + Jx (a), 








le terme complémentaire J;(a) se présentant sous l’une des deux 
formes suivantes : 


COS 2n7r x dx 


J(a)=(—1).1.2...(8k—0)/ be DE rar] Ge  ajrr” 





(28) 








Jk(a)=(— 1} .1.2...(24) L b> ce us 


Les nombres de Bernoulli s’introduisent dans la formule (27), par 
suite de la relation 


Posons 





sin2nrx 
P(x)=(—1)*.1.2...(2H D IE ral 
1 4 


on a évidemment 


Px(x +1) = Px(x), 
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et la seconde des formules (28) peut s’écrire 


Px (x) 








be uit us fa) l'a+anée 

ou encore 

ne ROAD Es mn 
0 0 


Si l’on remarque que 
Px(1— x) = — P;(x), 
on déduit facilement de (30) cette formule 


3 = 1 1 
(31) po Pr(a) 2 ne ae dx. 





Ces diverses formules présentent la plus grande analogie avec les 
formules (10), (13), (24). Il faut remarquer, en effet, que dans l’inter- 
valle 0<x<1, P;(x) est un polynôme du degré 24<+1 en x dont 
l'expression est bien connue. 

Il est clair aussi que 


1 (x) 
G + 2)5F1 





PAP EE AP EE) VE ES dz: 
0 


la valeur explicite de cette différence se déduit des formules (27) et 
(15). 


9. Nous allons chercher maintenant une limite supérieure pour le 
module de J,(Reï?). La première des formules (28) conduit facilement 
au but: il suffit de remarquer que 


COS 2n7xx .2k—1l)e 1  B, 
=) 22k— RS | UE 12% + HE 
1 





et 


mod (x + Reï0) > (x +R) cos 4 4 
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pour obtenir immédiatement 


Bz 
(2k—1)2#R%- 





(32) . . . modJ,(Reïe) <  (séc 4 0)°#, 


Pour obtenir une autre limitation, nous déduisons de la seconde des 
formules (28) par une intégration par parties 





; 1 — 2n7n d 
(83) Je(a)=(—1)".1.2...(2k+ nf x HE TCEUES mars 


d’où l’on conclut 











| 1.2...(2k+41) [<= 1—cos2nxx dx 
mod Je (R ET on LOF FE j ie DR FI (na) + (c E R)# F2 
c'est-à-dire 
1 
mod J;(Reï0) < {cos} DURE mod Jz (R). 


Mais, lorsque a est réel et positif —R, la formule (33) montre que 
Jx(R) a le signe de (— 1}, et, à cause de 


ans 1 


ROBE TE prrs R?#+1 





Jx(R) et Jx41(R) ayant signe contraire, il est clair que 








Bxr+: 1 
MOUR) DEEE RER? 
donc 
s 2k +2 
(34) . . . modJ,(Reï0) < Bx+1 (séc & 0) 


(2kL1)(2kX +2) R?2E+t 


Pour 4—0, on retrouve la limitation (26). 
On voit que, R croissant indéfiniment tandis que l'argument 4 reste 
constant, on a 


lim R° J4(Reï0) — 0, 


tant que le nombre fixe a est inférieur à 24 + 1. 
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10. Soit (2) une fonction uniforme dans cette partie du plan où la 
partie réelle de z est Z0. Supposons de plus que f (2) n’ait ni pôles ni 
points singuliers essentiels dans ce domaine. Alors on aura, la partie 
réelle de a étant positive, 


D oHetRuce Nes 6 NeR à 


— QaniJ a—2 
(C) 


l’intégrale étant prise sur un contour C se composant de la partie de 
l’axe imaginaire de — Ri à + Ri et du demi-cercle obtenu en faisant 


varier 0 de + 5 à — _. dans l’expression z2— Re. On doit supposer 


ici que le rayon R soit assez grand pour que le point a soit compris à 
l'intérieur de C. Le point — a étant évidemment en dehors de C, on a 


D PL E Fpo), 
et, par suite, 
Me note ob say ia. 
Supposons qu’on ait 
(38) . . im /mod de = im 3 / mod f(e) dz 0, F2: 


l’intégrale étant prise sur le demi-cercle de rayon R, la formule (37) 
donnera, en faisant croître indéfiniment R, 


+100 1 pres ; 
fo=; | STE) de = rs, au, 





la variable « parcourant les valeurs réelles de — à + «. 

Dans le cas où la fonction f(2) prend des valeurs conjuguées pour 
des valeurs conjuguées de la variable, cette formule se simplifie encore, 
et, en posant 


On on un or sb fut) = + 84, 
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on aura 
1 ro ad 
(AOpE:: 54. grrr re Bus PETER "Ru LA 


Les formules (35) et (86) donnent encore, par soustraction, 


d’où l’on déduira par un raisonnement semblable 


ŒHiun0 ie ice ler à Pete 


mais ici il faudra remplacer la condition (38) par celle-ci, 
(42) . . lim | mod Êe dz = lim R /moû/(o)d:=0, R—«, 


l'intégrale étant prise encore sur le demi-cercle de rayon R. 
Les formules (40) et (41) montrent comment on peut calculer (sous 
certaines conditions) la valeur de 


f(a) partie réelle de a >0, 


en connaissant seulement soit la partie réelle, soit la partie purement 
imaginaire de f(ui). Elles présentent une certaine analogie avec la 
formule qui permet de calculer la valeur d’une fonction # de deux 
variables réelles satisfaisant à 


Su , du 
de Tag 0 


en tout point à l’intérieur d’un cercle, si l’on connaît la valeur de w sur 
le contour du cercle. 

La fonction f(:)— log z satisfait à la condition (38): toutefois elle 
devient infinie pour 2—0; mais, l'intégrale qui figure dans la for- 
mule (40) conservant un sens, il est facile de voir que cette formule 
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reste applicable dans ce cas. Il en sera de même de la fonction J(2), 
qui satisfait évidemment à la condition (38) d’après la limitation (26), 
la circonstance que, pour z2—0, J (2) devient infini comme log z n’em- 
pêchant pas la formule (40) de rester applicable. A l'aide des for- 
mules (20) et (5), on trouve, dans ce cas, 


= À log É HA xx) , 





donc 


1 j* adu 1 
=] He are) 


0 


C’est la formule de Binet, que nous avons rappelée plus haut (22). 


11. Pour montrer une autre application de la formule (40), nous 
considérons la fonction 


C(240)T(2+1—0b), 
b étant une quantité réelle, et nous remarquons que le module de cette 


fonction pour z—iu (u étant réel) s'exprime par les fonctions élé- 
mentaires. En effet, ce module est égal à 





VT (+ iu) T(b—iu) T(1—b +iu) (1 — b — in); 
mais 


TT 


Pb 0) Pb Era 


TT 
sinz(b—iu) 





D'(b— iu) T(1— 0 + iu) = 


d’où l’on conclut la valeur du module 


27 
Vezru L e—27u — 2 cos 2bx 








Cela étant, on s'assure facilement que l’on peut prendre dans la for- 
mule (40) 


ss NE AR | 
D'()r (2) $ log z, 


IT 15 
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mais il est clair qu’il faudra supposer 
0<b<1 


pour que la fonction f(2) reste finie tant que la partie réelle de z est 
positive. En effet, en introduisant la fonction J(2), on voit que f(2) 
tend vers zéro lorsque z croît indéfiniment (la partie réelle de z restant 
toujours Z0), en sorte que la condition (38) se trouve satisfaite. Un 
calcul facile donne d’ailleurs 


e2xu RL e—2ru — 2 cos 2bx 











da=— {log (ezu — e—-nu , 
donc 
r@a+b)r@+1—D) 
(48) à log T'(a) T'(a) … 
a 1 Ff° adu e?nu Le—-2ru — 2c082bx 
0 
(0Z<b< 1). 


12. Il est clair que la fonction 


e2zu LE g—2xu — 2 cos 2bx 
(eru — e—zru) 





log 


reste toujours positive ; en écrivant donc 


ne s le put? u2# 
té a Er Lie 1) a?k—1 +(— PE) 








et supposant a réel et positif, on obtiendra pour l'intégrale qui figure 
au second membre de (43) un développement suivant les puissances 
descendantes de a, qui jouira exactement des mêmes propriétés que la 
série de Stirling. 

Nous écrivons ce développement ainsi 








7 |3 og Es LL LOL OU Fe 





"i @ FD RE + Re, 
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en posant 








Pan+1(b) _(—1}" F1 je e2an+Le-2zu — 2çco82bn 
+ HE 27 a. (onr— ex) _ 


La fonction ge, +1 (b) n’est autre chose que le polynôme de Bernoulli, 
qu’on peut définir, soit par le développement 


dx — 


e? — 








k 
bte (be +0) +. . + px(b) dé ES a ER 
soit par la condition que, pour b entier et positif, 


pe) = +2 +... + (b— 1} 


La formule (45) montre clairement que :4+1(b) a constamment le 
signe de (—1}*+1 dans l'intervalle (0, 1), et est croissante dans l’inter- 
valle (0, 4), tandis que 


Pan+1(1 — b) = pan+:1 (bd). 


C'est à M. Hermite qu'est due l’idée de faire dépendre les propriétés 
des polynômes de Bernoulli de leurs expressions par des intégrales 
définies. La formule qu’il a obtenue dans le tome 79 du Journal de 
Borchardt 


. ep le +e-an un+i du 
Pan+1(b) =(— 1)" +14 sin ox. (RE e2ru L e—2xu — 2 co82bx 


se déduit de (45) par une intégration par parties. 
Nous remarquons encore que la série infinie 





er LP + ie ER IC Ar 


8 a o & 
est divergente. C'est là une ere de ce fait, facile à démontrer, 


qu’en posant 


On = [ u" f(u) du, 


‘0 
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f(u) étant une fonction qui reste toujours positive, on a 
GG Cn+1 
ë; € Co € ... ! Cn « M ? 


. C 
lim “+ = + ©. 
Cn 


13. Considérons maintenant la fonction 





T'(2+ 1 —0b) 


b étant une quantité réelle; nous remarquons que l’on obtient faci- 
lement (à un multiple de x près) l’argument de cette fonction dans le 
cas où z—ui. En effet, soit 











= Arret, 
donc 
T'(b+iu) T(1—b—iu) | 
T(b—iu) D (16H êu) 2" 
c'est-à-dire 


__ sinxz(b —iu) 


eèait= — : 
sin x (b +iu) 





On voit que a est égal à l'argument de 








sin x (b— iu) = sin ba ("€ 2 — i cos ba 


exUuU— p—-7ru 
2 } 


2 


Supposons 0 < b < 1, en sorte que sin bz est positif, on aura 


TU— p-7ru 


exuLe—-ru 





a = kn — arc tang cotbx} , 





. TT . . 
l'arc tang étant pris entre + 2 ; l’entier 4 est nul si l’on veut que a 


s'annule en même temps que 4. 
Cela étant, posons 





fe = te ETC Dos 
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dans la formule (41). On voit facilement que sur le demi-cercle de 
rayon R le module de (2) devient très petit et s'annule pour R= ©: 
donc la condition (42) se trouve satisfaite. Un calcul facile donne 
ensuite 


e—xru 


28—=(4 —0b) )a— arc tang (PE à cotb), 





ou, 





spé st | e-%ru sin (2bx) | 
2e [1 —e-27u co8(202)|’ 
si l’on remarque que 


(4 — b)a = arc tang (cotbx), 


et, par conséquent, 


plog TT. —(b— })log a — 


(46) 
me u du e—?ausin(2b) 


d + u? a ROBE — e—2ru Co8(2b 7) 
(0<b< 1). 


L’arc tang qui figure dans cette formule ayant un signe constant, 
qui est celui de sin (2b7), on voit que l’on peut déduire encore de cette 
formule un ‘développement en série qui jouira des mêmes propriétés 
que la série de Stirling 





T'(& + b) 
+ log — ——=(0 —}loga— 
un) (a + 1 —.b) 





\ 


ou 


(48) . penÜ) _C D ff un-1 arc tang AB Sa rad 
TT 


CT" 1—e-2ru cos(2bx) 








J | 
Ici gn(b) est le polynôme de Bernoulli, tel que nous l'avons défini 
précédemment. On voit que 
Pan (1 — b) = — pan (b), 
et que dans l'intervalle (0, 4), g2.(b) a le signe de (— 1)" 1. 
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14. On peut se convaincre facilement que les fonctions + qui figurent 
dans les formules (44), (45), (47) et (48) sont les polynômes de Ber- 
noulli. En effet, la somme de (44) et (47) donne 





F (a + b) (b b) 
D cn = blog a + A Ô -204%0 


Or supposons due et positif; on a 





b=1 : 
op —a@+ D... a+b— D vioga+ À io(1+ À) 


ou 
b—1 


2 3 
D sig |" —jstsa—.. 





et l’on a précisément 
b—1 


D n4 =: () 
1 


On voit aussi, par ce raisonnement, que, lorsque b est entier et 
positif, le développement (49) est convergent sous la condition 


mod a > b— 1. 


De même, si b est entier et négatif, on verra que ce développement 
est convergent sous la condition 


mod a > — b. 


Mais, pour toute autre valeur de b, la série (49) est toujours diver- 
gente. 


LXXI. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 110, 1890, 267—270.) 


Sur la fonction exponentielle. 


(Extrait d’une Lettre adressée à M. Hermite.) 


Après quelques tentatives, voici la démonstration à laquelle je me 
suis arrêté pour prouver l'impossibilité d’une relation de la forme 


1) .. : . . NHeN HenN+H...LeiN, — 
a, b,...,h étant dés nombres entiers, ainsi que les coefficients N, N,, 
:. ARCHOS | PP 

Soit 


F(2)—=20(2—aju+h(z—bhu+k..,(2—hju+kx 
un polynôme de degré 
=(n+l)u+k +k+... +, 


à coefficients entiers; « est l’entier auquel on donnera plus tard une 
valeur suffisamment grande; k,, k,, ..., k, sont des entiers fixes: on 
a, du reste, 4, —0 ou —1. J'indiquerai plus loin leurs valeurs qui 
dépendent uniquement de a, b,...,h; N;,..., N4. 
Je n’ai maintenant qu’à reproduire, avec de très légères modifica- 
tions, vos formules 
F (z F’ (2 FM(z 
sa, r0+.. +: 
a 
Je" F(de=5(0)— #8 (a), 


0 


[er de=5 (0e 50), 
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+ D 
o= PO LPO on 6) 
Fu + [] 
$ (a) = TR RL. ne, 


IT (x), I, (x), ... étant des polynômes à coefficients entiers. On en con- 
clut 


a ; US x L 
| €? F(2)dz — De [I (&) — e— 4% I, (x)], 
‘0 


Je r@ de EE En (x) — even, (2), 


et posant x=1, 1(1)=P, 11, (1)=P,, .., 


a 


ë = ï/ e'F@ds=ep_p,, 
0 

. = 13 f e*F@dr=ep pr, 
0 

Moss in 

Sn er mer | e—2F(2)dz—=eP— P,. 


0 


Les quantités &,,&,..., en tendent vers zéro pour u = , et, la rela- 
tion (1) donnant 


N,e, + N, & + .. + Nr =—(NP+HN, P,+...+N,P;,)= entier, 
on doit avoir, dès que “ surpasse une certaine limite, 


N,e, + No 8 +... + Nue = 0: 
c'est-à-dire, si l’on introduit les valeurs (2), 


N, a feras + ne fe R()ds +... + Nue f'e-e pds —0 


0 0 0 


ou bien 


h 
ne [ b(a)e-*F(:)dz2=0, 
0 
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la fonction & (2) étant déterminée ainsi 


P(z2)=Ne ELNebENse +... +Nie!, 0Cs<s; 


® (2) — Net N;e +...+ Nue, a<z<d; 
® (2) = Nse+...+Nue!, bLs< 0e: 
® (2) = Nue, gLs<Rh 


Cette fonction & (2), constante par intervalles, n’est pas identique- 
ment nulle, puisqu'elle ne l’est pas dans le premier et dans le dernier 
des intervalles. Du reste, elle ne s’annule même pas dans aucun des 
intervalles, puisqu'on peut supposer irréductible l'équation à laquelle 
satisfait le nombre e. 

® (2) ne peut changer de signe que pour 


#0, #0, Ve s'y. 
_ Voici maintenant la détermination de k,, ko, ..., kn 
Je prends 
1 change ; 

ee | LE 
nn = Lo selon que ® (2) À ne ne de signe pour 2=4, 

ve change | : ee 
ke =); selon que d (2) 1 RER de signe pour z2=b, 


change | 


kn-1= Ll selon que # (2) | de signe pour z2=3g, 


|ne change pas | 


En —— 0. 


Je dis alors que l’équation (3) est impossible dès qu’on prend pour 
un nombre pair. En effet, il est clair que, dans l'intégrale 


lower... h}]4 (2 — a) (z — db) ...(2— gYr-1d2, 
0 


la fonction sous le signe | a un signe constant dans tout l'intervalle 
(0, k). 


LXXII. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 110, 1890, 1026— 1027). 


Sur la valeur asymptotique des polynômes de Legendre. 


(Note, présentée par M. Hermite.) 


M. Darboux à donné, dans le Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (3° série, t. IV, p. 39; 1878), une formule qui permet d’ob- 
tenir une expression approchée de X, (cos 0), l'erreur commise étant 


. : 1 
de l’ordre d’une puissance aussi grande qu’on le voudra de PÉ 


Nous avons obtenu le résultat suivant. Soient 











0<O0<=s, CE — — 
ne 2.4.6...(2n) 
Ts Bi6:t) NE 
alors on a 
x, 8) =c cos (n © + ; a) VAE cos (n 9 + ; a) 
Srape, V2 sin 6 2.(2n+3) V/(2 sin O$ 
n 1.8.1. cos (n © + ÿ a) 
2.4.(2n+3)(2n+5) V/(2sin O0} 
USE 6e cos (n © + Ta) 





F316.Gn+3)6n+5Gnt) Vesroÿ 


La loi est évidente, et la série est convergente et représente X, (cos @) 
tant que l’on a 2 sin @ > 1, c’est-à-dire 


LA 5x 
Pe » 
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Mais, que la série soit convergente ou non, on peut toujours énoncer 
la proposition suivante : 

En prenant les 4 premiers termes de la série, l’erreur commise est 
inférieure, en valeur absolue, au double du % + 1ème terme dans lequel 
on aurait remplacé par l’unité le cosinus qui figure au numérateur. 

Nous nous proposons d'en développer prochainement la démonstra- 
tion dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse. 


LXXIII. 


(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 4, 1890, G. 1 — 17.) 


Sur les polynômes de Legendre. 


L'expression remarquable, obtenue d’abord par Laplace pour repré- 
senter asymptotiquement les polynômes de Legendre, à été depuis 
l’objet de plusieurs recherches, et M. Darboux notamment a donné 
une formule qui permet d'obtenir une expression approchée, l'erreur 
commise étant de l’ordre d’une puissance aussi grande qu'on le voudra 


de = (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 8° série, t. IV; 


1878). 

Nous développons, dans le travail actuel, un résultat plus complet. 
En effet, nous trouvons qu’on peut exprimer le polynôme de Legendre 
par une série qui est convergente tant que la variable reste dans un 
certain intervalle. C’est seulement en dehors de cet intervalle que la 
série prend le caractère d’une simple expression asymptotique; mais, 
même dans ce cas, nous obtenons une expression très simple de l’er- 
reur commise en s’arrêtant à un nombre fini de termes !). 


1. En définissant P*(x) comme coefficient de z-"-1 dans le déve- 
loppement de 
(@—2xz+ 1)? 
suivant les puissances descendantes de z, on obtient immédiatement 
l'expression par intégrale définie 
2" d2 


Dei 
+ Re A deals 


1) Le résultat principal de ce travail a été énoncé dans une Note insérée aux Comptes 
rendus des séances de l’Académie des Sciences en mai 1890 (LXXII). 
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l'intégrale étant prise en sens direct sur un contour fermé C envelop- 
pant les points 

E —x+V—i1, 

E-i=x—Vr—1, 
qui sont les points critiques du radical. Ce radical doit être pris avec 
un signe tel que, lorsque | z | est très grand, on ait, à peu près, 





Va—9xetl:z égal à HT 


Le contour fermé C peut être remplacé par le chemin abcdefa, les 
points a et d étant très voisins de l’origine. Pour préciser, nous sup- 
posons que 








Fig. 1. 
+ ë 
Le 4 
di 
4x 
€ 
* a 
+ É-2 


et £-1 ne sont pas réels, c’est-à-dire que x? — 1 n’est pas réel et positif. 
On désignera alors par £& celui des points critiques qui est situé au- 
dessus de l’axe réel, en sorte que la partie réelle de 


ë 


Œ 
est positive. 

On voit alors facilement que la valeur du radical en a doit être +1, 
et qu’en d elle est — 1. On aura, par conséquent, | 


RS P(o)= 3 (A — 8), 
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€ étant la valeur de l'intégrale 








[ z" dz 
JV2— 2%241 


prise sur un lacet partant de l’origine et enveloppant le point &, & la 
valeur de cette même intégrale sur un lacet partant de l’origine et en- 
veloppant le point £—1, Le sens dans lequel ces lacets sont parcourus 
est arbitraire; mais la valeur initiale du radical doit être toujours +1, 
et l’on a évidemment 


z"dz 2" dz 


ë Fr 
3 , = 2 , B= 92 —— 9 
" | Va 2xz+1 ] Va—2xz+i 











les chemins d'intégration étant rectilignes. 


2. Pour préparer le développement en série que nous avons en vue, 
nous allons transformer ces intégrales à et 8. Posons, dans la première, 


en sorte que « prendra les valeurs réelles de 0 à 1, 
En remarquant que 


(—9xez+1)=(1—E2(1—E 12, 
il viendra 


A—uwdu. 2 | 
Vu (il —ku) E2—1 





FOR US à 
ee A2 VIE | 
0 


On pourra prendre ici Vu positif, pour V1— kw la valeur qui se ré- 
duit à +1 pour #—0; mais alors il faudra adopter, pour V1—%, la 
valeur finale de V1— ku pour u = 1. 


En procédant de la même façon pour la seconde intégrale, on aura 
l'expression suivante : 








GP" (0) = <> jet TER f OEM eV a cn, 
0 0 
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Supposons maintenant x = cos @, @ étant un angle compris entre 0 
et x, on aura 
£=ei®, £l=se—t0, 





SL £ __cos 6 +jsin @ 
E—#—1  JisnO 
ou 
eia 
k— ; sn 6° 


TT 
et posant a = 0 — 4 


Il est clair par cette valeur de #4 que la partie réelle de V1—% doit 
être positive, car la partie réelle de V’1— kw ne peut s’évanouir pour 
aucune valeur de # comprise entre 0 et 1. Il faudra donc adopter la 
valeur suivante de ce radical 


ne k k_ üiehai 
Vi=i=}-5=" ke Mo: CE 
ice TES sin sin © 


car la partie réelle de cette expression est 


_sina— g_(10+1) 

















EE — — —— > (. 
V2 sin © V2 sin © 
On a donc 
—— jen9+#a)i 
EMI = — 
V2 sin O6 
et de même 
—  —ie-n09+#a)i 
En = 
; V2 sin © 


k et k, étant des quantités imaginaires conjuguées, ainsi que £ et £—1. 
La formule (5) prend donc cette forme 


nO i fl(l—uy ©] + Li ‘à. 
[dés ec norts (ESS u)" du 














aV2sin 0) Vu a aVasin@ | Vu —kv 

ou, plus simplement, 
2 . .fi(—u) du 
6) Pr(cos 9) = ——— tie réelle de em@+4#a)i ———— 
ee Tr Qi LT 
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eia 1 ; < 
8. Le module de 4 — 9 sin étant 3sno © module sera inférieur 


à l'unité tant que l’on a 
7 5z 


Dans cette hypothèse, on pourra développer en série convergente le 
radical 


1 Lis 
D = PNR ETS 
Va ns TR ta 





et l’on obtient ainsi 
cos (n O + £a) 12 cos (n © + 3 a) 
V2 sin O 2(2n+3) V{2sin0}ÿ 
12.82 Se (a SES 9) 4 
2.4(2n+3)(2n+5)  V{2sin Op 
L ne. co (28 Fa) à 
2.4.6@n+3)@n+oentn Vesmeÿ ‘| 
4° 2.4.6.) 
n 8,6.7...(2n +1) 


(7) P'(cos 9) —C, 








d 





u— 





 : 
développement convergent même pour @ = : ou 6'— “ 


Mais on peut procéder autrement et obtenir le même développement, 
mais limité à un nombre fini de termes avec un terme complémentaire, 
et cela pour une valeur quelconque de @ comprise entre 0 et z. 

Il suffit, pour cela, de remplacer, dans la formule (6/), 


1 dv 


1 
Vi—ka À n] 1—kusino 
0 


et de faire usage ensuite, dans l'intégrale double obtenue, de l’identité 


1 4 s (4 u sin° v)? 
en 2 : F 4 p—1 : 
1— ku sin?v Rae 0 à mate) 1— ku sin? v 








On retrouve ainsi le développement (7), mais limité à ses p premiers 
termes et avec le terme complémentaire 


2 em@+3 a) i (1-u)}'ur—3APsin??ov 
re Te X partie réelle de ———— Fp £ - a kusno  dudv. 





(8) Ry= 
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1 
Le module de 4 étant =, on en conclut 
2 sin © 


du dv, 








2 . dr > u?— }gin?? v 


pi< aV/(2 sin 0)#17 7 1 — ku sin? v 


90 
et, en désignant par M le maximum du module de 


RS 
1 — ku sin? v 


on aura, à plus forte raison, 


Die or + fo —uÿ'u?— À sin?? v du dv 
7° V2 sin 6)? +1 J : 


12.82.52...(2p— 1) 1 
2.4.6...Cp@n+3)@n+5)….(@n+2p+1* V@sinO)?r +1 





(9) | Rp < MCA 





Ainsi, en prenant la somme des p premiers termes du développe- 
ment (7), l'erreur commise est inférieure en valeur absolue, à M fois 
le terme suivant dans lequel on aurait remplacé d'abord par l'unité le 
cosinus qui y figure au numérateur. 

Quant à la valeur de M, puisque 4 — 1 (1 —i cot 6), on a 





1—kusin’o|= ]/cos 0 + 2 sin? @ — u sin‘ v}; 


sir 6! 
d’où l’on conclut 


1 
l'E 
oi sc lunot |cos 


M — 2sin 9 lorsque sin? 0 2 4. 


lorsque sin Q<4, 


Ainsi ce facteur numérique M ne varie qu'entre 1 et 2. 


4. Le résultat que nous venons d'obtenir conduit à plusieurs con- 
séquences qu’il est bon de noter. En premier lieu, le raisonnement 
donne, dans le cas le plus simple p=0, 


MC, 
OO 
HE 1€ 3 sin © 


IT 16 
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Or on sait que 


1 
e tendant vers zéro avec = 
Nous pouvons donc conclure que, lorsque @ a une valeur fixe com- 
prise entre 0 et x, on a toujours, pour n—%, 
lim P* (cos 9) — 0. 


Et il est clair que cette relation subsiste encore, même lorsque @ ten- 


: | DS Le 
drait vers zéro avec PRE seulement n © croît au delà de toute limite. 


C’est là un résultat important obtenu d’abord d’une façon toute diffé- 
rente par M. Bruns dans le Tome 90 du Journal de Borchardt. 
On sait, d’autre part, que 


of 
Fam bi 





| 8\_ nn _, ©, 6: 
lim Pr (cos) =3(8)=1— 5 +5 — 


En remplaçant © par = dans la formule (7) et posant n — «, on ob- 


tient donc 


6 2} ROUE ei?) 
ss 1 aan : RE me 4 








an) 1(9= À 
c’est le résultat dû à Poisson (Journal de l’École Polytechnique, XIX:® 
Cahier); mais nous pouvons ajouter maintenant qu’en prenant la 
somme des p premiers termes, l’erreur commise est inférieure en va- 
leur absolue au terme suivant dans lequel on aurait remplacé par 
l'unité le cosinus qui y figure au numérateur. En effet, il est clair que 
le facteur numérique M est ici égal à l’unité,. 


5. En second lieu, nous pouvons maintenant séparer les racines de 
l'équation P"(cos 9) — 0. En effet, prenons p —1 et remplaçons, pour 
simplifier, M par sa limite supérieure, on aura 


pl 
2 (2n + 3) sin O] 








(19) « « . Pticos = [eos (n © + 3 a)+ 


bei Li 
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Posons 

ka . 
2n +1’ 
(Ras, 9,446) 


© — 


2k— 1 
la valeur correspondante de nO + %a est, 7: donc 


+ 
+ 


cos (n © +4 a) = (— 1) © 


D'autre part, la plus petite valeur de 2(2n + 3) sin @ pour les va- 
leurs de @ que nous considérons est 


2(2n + 3)sin ——— > 2(2n+1)sin 


2n Fa 2n RTS 


Or l'expression 2(2n +1) sin Ten croît avec #, et, pour la plus 


petite valeur den, n—1, elle est —=3 V8 > V2. 
On voit donc que 
| she (cos —" ma 5) 


k—k 


a le signe de (—1) ? ; d’où l’on conclut qu’en désignant par 


>>... > Tn 


les racines de P'{x)—0, on a 


F (@k—1)x 2kn 
reste > cs) 


C’est une limitation obtenue par M. Bruns dans le Mémoire déjà 


cos | 


cité; on pourrait trouver facilement des intervalles plus étroits pour 
ces racines, mais nous n'insisterons pas. 
Si l'on s’en tenait au premier terme du développement de P* (cos 6), 
— l)z ‘ 
on aurait cos fe comme valeur approchée de 4. On obtient une 


approximation bien plus grande par l’expression 


1 
1 — sn COS — 


(44k—1)x 
An+2 
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obtenue en tenant compte aussi du terme suivant: 


n—9. Val. approchée. Correction. n—=10. Val, approchée. Correction. 
æ.... 0968058 + 0,000 102 az... 0978823  — 0,000 084 
xt... 0836007 + 0,000 024 m.... 0,865044 + 0,000 019 
z,.... 0,618862  — 0,000 009 æ.... 0,679402  —- 0,000 008 
x... 0,324250 + 0,000 003 æ,.... 0,438392  — 0,000 008 

æ.... 0,148873 —- 0,000 001 





6. En ayant égard à la formule (5), on reconnaît facilement que la 
formule (7) peut s’écrire ainsi 


P* (cos 9) — partie réelle de ; En+iVi—KkS(4,4,n + 8,k), 


le symbole # désignant la série hypergéométrique. 


Orona 


VIS Gint = (hntints, ts); 


donc 

P*(cos @) — partie réelle de ©" ue. S(4,n+1,n<+ 3,6), 
c’est-à-dire 

Zl(n+1) 
(13) . . P"(cos 6) — Cu sin M+D6+ ets 
1.3nmn+1l)n+2) . 
FL2unts TES one AR | 

C’est là le développement de P* (cos 9) en série de sinus par la formule 
de Fourier, obtenu par M. Heine (Traité des fonctions sphériques, 
t. I, p. 19, 89). La série cesse évidemment de représenter la fonction 
pour @=0 et 6 —7x, mais elle la représente pour toutes les valeurs 
de 6 entre ces limites. 

Cette déduction de la formule (13) ne saurait être considérée comme 
entièrement satisfaisante sans de nouveaux éclaircissements, d’abord 
parce que la série (7) n’est pas convergente dans tout l'intervalle (0, ) 
et ensuite parce qu’on a considéré la série hypergéométrique sur le 


sin (n + 3) O6 + 





contour même du cercle de convergence. Mais nous n'insistons pas, 
ayant voulu simplement indiquer ce rapprochement entre les deux 
formules. 
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7. Le polynôme P*(x) satisfait à l'équation différentielle linéaire 
Mu se 2) SPRL + nn +l)y—=0, 
dont une seconde solution est donnée Le l'expression 


Q* (x) = Pr for ÈS: Pr 


_ En effectuant la décomposition en fractions simples, on a 


1 1 
(1— 2?) Pr(x}  2(x+1) ED ET a. di 





(x — so 


car les fractions simples de la forme +. doivent disparaître, l'équa- 


tion différentielle n’admettant que les points singuliers + 1. 
Il vient, par conséquent, 


SU = 4 P* (a) log (PT et R" (a), 


R'(x) étant un polynôme du degré n — 1. 

Il est clair qu’on peut développer Q" (x) en série suivant les puissan- 
ces descendantes de x, mais une telle série satisfaisant à l'équation 
différentielle (14) doit commencer par un terme en x" ou en x-"-1, On 
voit par là que R*(x) est la partie entière de 


gr ço) log(E ES) = prof +++) 


et que, dans ce produit, les termes en x-—1,x-°?,...,xæ—" manquent. 

La fonction Q"(x) n’est pas réelle dans l'intervalle (— 1, +1), et, 
comme nous voulons envisager particulièrement les intégrales de 
l'équation différentielle dans cet intervalle, nous sommes amené à 
considérer, au lieu de Q*(x), cette autre solution de (14) 


DR ro ib S" (2) = 4 Pr (a log (TT 2) — Ra (x). 


8. L'expression explicite du polynôme R'"(x) est assez compliquée 
et difficile à obtenir. Dans le Tome 55 du Journal de Borchardt, 
M. Christoffel a obtenu cette formule 


2n — 
ES 





n = prn— n —3 8 n—5 
R" (x) = lp + SP a+ ER T SP (x) +. 
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et M. Hermite a donné, il y a plusieurs années, dans son Cours à la 
Sorbonne, cette expression 

n 


Rn(= D P#-1 (2) Pn—k(s), 


1 


qui peut se déduire aussi du Mémoire de M. Christoffel, 
Mais c'est une autre formule qui va nous permettre d'obtenir la 


limite de S” (cos — pour n =. Rappelons, pour cela, la formule 


connue 


rs 14) AT RG De PH 








=S(-n,n+1,1,5%), 


que nous écrirons ainsi 


O7). .Pr(=ata (ts) +a(e) +...+a (2 
alors on a 
U8) . (= + A5) +457) + +m (ET > 
Bb =(i+5+54..+2)e, 
n = (troie 
nain 
bai on. 


On obtient cette formule à l’aide de l'équation différentielle à laquelle 
satisfait R’ (x) 


QE 20 TO + nu + DR" çD=2 PQ. 
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Les formules (16), (17), (18) donnent maintenant 
5 (cos = = — Pr{cos #) log(n tang 5) — (1 +3 +... + : — log ») ay + 
++. +2 — log n) a, int — 
—(5+ rs + — log n) as sint + 


re 0 RES 
d’où l’on conclut, pour n—«, 
ser Vi: 2 e 
(19) limS (cos — — J (6) log (5) —C+(C—1) .— 
El © 1 (Cox 
A sm 
C—0,577. ... étant la constante eulérienne. 


Nous désignerons cette fonction par K(9), c’est là une solution de 
l'équation différentielle de Fourier et de Bessel 


dont l'intégrale générale est y —=C;J(9) + CK(9). 


9. Nous allons vérifier maintenant à l’aide de la formule (1) que 
P'(x) satisfait bien à l’équation différentielle (14). Soit 


V — 2" d2 
V2 9xz+1 
le chemin d’intégration étant quelconque. 
Par un calcul facile on obtient 





qi ET em nn + )v=f0 a, 
nus le (Gn + l)22+(n+1)*] 
V(i— 222 +2) 


On obtient donc une solution de (14) en prenant l'intégrale V sur 
un contour fermé enveloppant les points £ et £—1, de manière que le 
radical revienne à sa valeur initiale. C’est la solution P*(x) qu'on ob- 
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tient ici; mais il est clair maintenant qu’on a encore une solution en 
prenant l'intégrale sur un lacet partant de l’origine et enveloppant l’un 
ou l’autre des points critiques. Par conséquent, les intégrales € et 8 
considérées dans le n° 1 satisfont séparément à l'équation différentielle, 
et l’on pourra les exprimer linéairement à l'aide de P"{x) et de S"(x). 
C’est ce que nous nous proposons de faire maintenant. ; 


10. Considérons d’abord l'intégrale V prise en sens direct sur un 
cercle décrit autour de l'origine comme centre avec un rayon très 
grand, et posons 





(20) . . . . . . .Vé—3ustTi=-s4u 
ou 

RUE. here 

| Q(u—x) 


Pour 2=E£, on a u—E£#, et pour 2=£-1,u—#-1, il est facile alors 
à voir qu'on peut écrire la relation entre z et w ainsi 


oh Use = (S) - 


Il vient 











[ 2" dz =/ (u? — 1}: dt 
JV2—2%xz+1] 2 MS 
Quant au chemin d'intégration de l'intégrale transformée, puisque |! 
est très grand, on a, d’après (20), à fort peu près, 
U—=22—X, 

en sorte que w décrit autour du point —x comme centre, et dans le 
sens direct, un cercle de rayon double de celui décrit par 2. 

Puisque la fonction intégrée n’a qu’un pôle u=x, on peut en con- 
clure immédiatement la formule de Rodrigues 
“a 1 a Cane. à 2 

BTS TS OR dx” 
Par un changement continu, on peut transformer le cercle décrit par 
la variable z dans le contour abcdefa considéré dans le n° 1. Quel 
sera le contour correspondant de la variable u? Il est clair qu’on 


CD den +, AU 
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pourra supposer qu’en se transformant le contour décrit par z ne pré- 
sente jamais un point double. Il en sera de même alors pour le contour 
décrit par w. En effet, z est une fonction uniforme de , et un contour 
fermé décrit par « correspond toujours à un contour fermé décrit par z. 

Ainsi, si le chemin de w avait un point double, il en serait de même 
du chemin décrit par 2 contre notre hypothèse. Ensuite, en a, z est 
très petit ou nul, et le radical égal à + 1, donc u = + 1; de même on 
verra qu’en d uw est égal à — 1. Puisque z reste fini et ne passe point 
par les points £ et £-1, il s'ensuit que « reste toujours à une distance 
finie de x et des points & et £—1. 

On conclut de tout ce qui précède que le chemin de x, correspon- 
dant au contour abcdefa, est un contour fermé qui part de + 1, passe 
par — 1 et revient à + 1 après avoir enveloppé en sens direct les 
points æ, £ et £—1, 

Mais il est clair que la seule chose essentielle à savoir, c’est que ce 
chemin enveloppe en sens direct le point x qui est le seul pôle, les 
points £ et £—! ne jouant aucun rôle dans l'intégrale relative à u. 

Il est clair maintenant aussi que l'intégrale € se présente sous cette 


forme nouvelle. 


5 SA AS a=fg du 


de u—= +1 à u——1, mais tous les chemins de +1 à —1 ne con- 
duisent pas à la même valeur de l’intégrale, et tout ce que nous avons 
dit jusqu'à présent ne suffit pas pour déterminer avec précision le 
chemin d'intégration qu’il faut adopter dans cette formule (22). En effet, 
nous n'avons point fait intervenir encore la circonstance que le point & 
est au-dessus de l’axe réel, ce qui permet de distinguer les intégrales 
€ et &. 

Considérons la droite D dont tous les points sont également éloignés 
de £& et de £-!, droite qui passe évidemment par le point x — — 

[ est clair par la relation (20’) que les points correspondants 2 et w 
sont toujours du même côté de D. Les trois points 0, + 1 sont donc 
du même côté de D. Deux cas sont à distinguer maintenant: 

1° Le point £ se trouve du même côté de D que les points + 1. 
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Dans ce cas, on peut évidemment supposer que le contour abcd ne 
coupe pas la droite D. Il en sera donc de même du chemin correspon- 
dant de w allant de + 1 à —-1. Mais ce chemin peut être tracé main- 
tenant arbitrairement, à la seule condition de ne pas traverser D; car, 
x Étant sur D, on obtiendra toujours la même valeur de l'intégrale (22). 

2 Le point £ se trouve par rapport à D du côté opposé des points 
+ 1. Dans ce cas, le point £-1 se trouve du même côté que les points 
+ 1,et l'on conclut, maintenant comme tout à l’heure. que le chemin 
defa de z correspond à un chemin quelconque de « allant de — 1 à 
+ 1 et ne coupant pas la droite D. Cela étant, on peut tracer aussi 
sans ambiguïté le chemin de # qu’on doit adopter dans l’intégrale 4, 
car on sait que le contour entier abcdefa de z doit correspondre à un 
contour fermé passant par les points + 1 et qui enveloppe en sens 
direct le point x. 


11. Supposons maintenant 


x = cos O, RO: 0 PA 
Cm erD, E—l—e-i0, 


La droite D se confond avec l'axe réel; le contour abcd peut donc 
être tracé tout entier dans la moitié supérieure du plan; il en sera donc 
de même du chemin dans l’Intégrale transformée 


1 y 
2 (u— x} +1 
+1 





= du. 


Pour achever le calcul de cette intégrale, nous suivons la méthode 
donnée par M. Hermite dans son Cours de la Sorbonne (3 édition, 
p. 178). En intégrant par parties n fois, il vient, en faisant attention à 
la formule (21), 


asp, 1pn °C) au 


ou 





a=pr(yf fe POP qu 


W — x 
+1 +1 
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Or, x étant réel et compris entre les limites + 1, et le chemin d’in- 
tégration étant tracé dans la moitié supérieure du plan, ona 


[= (E? Fe EE) + ai, 


6 U — % 
A = P" (x) log its sg x — 2R, (x). 


4, en effet, doit être de la forme a P*(x) + BS”(x); on a donc né- 
cessairement 





D [Tes 
— 1 

(24) . . . . . . . A—2Sr(x)+niPr(x) 

et de même 


B—2S(x) —niPr(x). 

Il est aisé de vérifier la formule (23): car on constate facilement que, 
P* (x) étant un polynôme quelconque en x, l'intégrale du second mem- 
bre est toujours la partie entière de 

x + 1 
Pn (x) log Et) 

12. Nous pouvons obtenir maintenant un développement en série 
de S*(cos @) entièrement analogue au développement de P* (cos 8). 

En effet, les formules (4) et (24) donnent 
l(—u) du 

Vu(i—ku) 





S" (cos 0) = partie réelle de £+1V1—K% 1 


c’est-à-dire 


À jemO+Hai fl(l—u du 
S' (cos 9) — partie réelle de Ed +é — "©" ; 
ag V2 sin 6 J Vu(i—ku) 





d’où l’on conclut 











2 sin (n © + & a) 1° sin (n © + $ a) 
25) — S? D) = — C, CEE de dun DE 
it k V2 sin © 2(2n +3) V(2sin Op ja 
+ Le 8 sin (n © + $ a) 
2.4(@n+3)@n+5) V(smoÿ 


" 1.9.0 sin(n@+%a) 
2.4.6(2n+3)(2n+5)(2n+7) V{(2sin 0) s 
Éd .. i 6...(2n) 

n 3.6 TE 
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Quant à la convergence de ce développement, et l'erreur commise 
en prenant seulement les p premiers termes, on arrive évidemment 
à des conclusions parfaitement analogues à celles obtenues précédem- 
ment. 


O * . 
En remplaçant @ par 7 <tpassant à la limite pour n= w, on trouve 


a 37 +) 
2 4 ne 
Vo 8 Ve 8.16 Ve 

On reconnaît encore facilement que 


kan ) 
S (oo Er 
Emi n 32 


(26) K(9) = — TE 








a le signe de (— TE me d’où l’on conclut que l'équation 
S" (x) = 0 
admet n + 1 racines comprises dans les intervalles 
Lc0s GE) , COS EE 
W=20, 1:85.) 

Entre deux racines consécutives de S” (x) —0 se trouve une racine 
de P*(x) —0, ce qui est bien conforme à un théorème connu dû à 
Sturm. 





Enfin, de même que nous avons pu passer de la formule (7) au dé- 
veloppement de Heine (13), on pourra déduire de la formule (25) cet 
autre développement obtenu aussi par Heine (Fonctions sphér., t. I, 
p. 130) 

2 qn 1(n +1) 
(2).  S"(cos 8)—=C, [cos (n + 1) @ + T@n +9 (n + 3)0 + 
_1.8(n+1)n+2) 
FEMININ TN TR. A 
(0<L<O< x). 





LXXIV. 


(Ann Fac. Sci., Toulouse, 4, 1890, J. 1—10.) 


Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espèce. 


Nous nous proposons de développer ici quelques Remarques, qui 
nous ont été suggérées par l'étude du Mémoire de M. Hermite sur le 
sujet indiqué ci-dessus (Annales de la Faculté des Sciences de Tou- 
louse, t. IV). 

Soient donc, en adoptant les notations de M. Hermite, X,—F (x) le 
polynôme de Legendre du degré n, R(x) la partie entière du produit 


FO +estemt.) 
ensuite 


D QD) = F (0) 108 (2 TT) — R (x) 


la fonction sphérique de seconde espèce, 
M. Hermite a étudié l'équation Q”(x) = 0, et pour cela il pose 


A e +1 


log = “nie, PSE! 


ra=te-1 on (it). 





Il obtient ensuite la distribution des racines de l'équation f(z) = 0 
sur le plan des z. Nous nous sommes demandé simplement ce que de- 
viennent ces résultats si l’on revient à la variable originale x, afin de 
connaître ainsi la distribution des racines de l’équation Q"(x) = 0 sur 
le plan des x. 
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1. La fonction analytique Q"(x) est non uniforme et elle admet une 
infinité de déterminations. Ces déterminations proviennent de ce que, 
dans l’expression (1), le logarithme a une infinité de valeurs différant 
l’une de l’autre par des multiples quelconques de 2zi; les détermina- 
tions de Q”(x) différent donc par des multiples de xiF(x). Pour une 
valeur quelconque de x, il y a en général une détermination du loga- 
rithme et une seule, telle que la partie purement imaginaire se trouve 
comprise entre + zi. Il n'y a exception que dans le cas où cette partie 
imaginaire serait exactement — + zi, ce qui n’a lieu que lorsque x est 
réel et compris dans l'intervalle (— 1, +1). 

Si l'on pose 


b a une signification géométrique très simple. Soient, sur le plan des 
z, P, À, B les points qui représentent les quantités x, + 1, — 1 respec- 


tivement; alors b est égal à l'angle XPB, cet angle étant pris avec le 
signe + lorsque P est au dessous de l’axe des abscisses, avec le signe — 
lorsque P est au-dessus de cet axe. Pour avoir les autres déterminations 
de Q*(x), il faudrait ajouter à l'angle ainsi déterminé, et qui est com- 
pris entre + x, des multiples quelconques de 2 x. 

Mais appliquons une coupure le long de l’axe des abscisses de — 1 à 
+ 1, et supposons que x ne soit pas sur la coupure. En adoptant alors 
pour le logarithme la valeur dont la partie purement imaginaire tombe 
entre + zi, on a une branche parfaitement déterminée de la fonction 
analytique que nous considérons, et c’est cette branche particulière que 
nous désignérons par Q"(x). C’est cette fonction Q"(x) qui, lorsque 
mod x > 1, donne un développement convergent de la forme 








M... +: : + SES arts +atot 


car on sait que, dans le produit 


FC (S ++ sste), 


les termes avec x-1, x-2, ,.,, x-" manquent. 
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Il est clair, d’après ce qui précède, que l’on a 
Q"x+ei) — Q'(x—ei)—=—7niF(X), 

x étant sur la coupure et & positif infiniment petit. Car pour æ+ei la 
partie imaginaire du logarithme est — xt, pour « — ei elle est + x1. 

Par conséquent, si l’on traverse la coupure en allant de la moitié 
inférieure du plan dans la moitié supérieure, la fonction analytique 
Q"(x) prendra une série continue de valeurs, mais on passe ainsi de la 
branche Q*(x) à la branche Q*(x)+zriF(x. Tant qu’on ne franchit 
pas de nouveau la coupure, on a là encore une fonction continue et 
uniforme, et qui répond à une détermination du logarithme dans la- 
quelle la partie purement imaginaire est comprise entre + xi et + 3xi. 

Si l’on revient à la variable 


introduite par M. Hermite, on voit que, dans le plan des z, la bande 
comprise entre les deux droites y = + x correspond à la branche Q" (x) 
telle que nous venons de la définir. La bande comprise entre y — +xi 
et y—= + 3xi correspond à la branche Q*(x) +zniF(x), .... 

Lorsque x est réel, mais non sur la coupure, la partie imaginaire 
du logarithme est zéro ou plus généralement = 2kzi. Pour la branche 
Q" (x) elle est nulle, ce qui répond aussi sur le plan des z à l'axe des 
abscisses. Dès lors on voit facilement que, pour la fonction Q"(x), la 
moitié supérieure du plan des x correspond sur le plan des z à la bande 
comprise entre les deux droites 


y =0 Li Yy=— 7. 


Au contraire, la bande entre y—0 et y—=+4x (sur le plan des z) 
correspond à la moitié inférieure du plan des x. 
De même, pour la fonction Q*(x) + zxiF (x), la moitié supérieure du 
plan correspond à la bande comprise entre les droites 
= et y=27 
sur le plan des z, et la moité inférieure du plan des x à la bande com- 
prise entre 


y=27 et y=8n, 
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Si l’on imagine dans le plan des x un cercle tel que le rapport des 
distances d’un de ses points aux points À et B soit constant, et qu’on 
parcoure ce cercle constamment dans le même sens, la partie réelle de 


restera constante, mais sa partie purement imaginaire variera toujours 
dans le même sens entre — wi et + oo1. 


2. On peut passer maintenant directement des résultats obtenus par 
M. Hermite, et qui se rapportent au plan des z, aux propositions équi- 
valentes se rapportant au plan des x. 

Considérons d’abord, sur le plan des z, la bande comprise entre les 
droites y= + x et qui correspond à la branche Q*(x). La fonction 


es of +1 

ra=(e—1»"q (0 T;) 
admet exactement 2» + 1 zéros dans cette bande, mais il faut remar- 
quer que toutes ces racines sont nulles. En effet, d’après la formule (2), 

et LI] 5: ez—1\%+1 

CAE ES Ds 
a déjà un zéro d'ordre de multiplicité n +1, 2—0; donc f(—0 a la 
même racine avec l’ordre de multiplicité 2n +1. Abstraction faite de 
cette racine multiple z2—0, l’équation f(2—=0 n'admet donc aucune 
autre racine dans la bande que nous considérons; et, puisque z = 0 





correspond à x — «, il en résulte que l'équation 


Q" (x) = 0 
n’admet aucune racine (finie). 
La bande comprise entre les droites 


= A et y=27 
sur le plan des 2 ne renferme aucune racine de f(2), et dans la bande 
comprise entre 
y=27x et y=37 
se trouvent » racines. On en conclut: l'équation 


Q"(x) +ziF (x) = 0 
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n'admet aucune racine dans la partie supérieure du plan, mais elle en a 
précisément » au dessous de l’axe des abscisses. 

Généralement l’équation 

Q"(x) + kniF(x)=0, 

où k est entier (non nul), a toujours exactement » racines qui se trou- 
vent au-dessous de l’axe des abscisses lorsque k est positif, au-dessus 
lorsque 4 est négatif. 

On remarquera que les zéros + 2zi, + 4xi, ... de la fonction 

dan À 2 
n’introduisent point des zéros dans (2), mais contrebalancentseulement 
e L1 e LI 

e—1 e® — 1 | 
les valeurs 2= +2ni, + 4xni, ... sont des pôles pour cette fonction. 








les pôles de a" Ï car, tandis que z — 0 est un zéro de Q” 


8. On peut retrouver ces résultats par la méthode suivante. Consi- 
dérons la fonction Q"(x) dans l’espace annulaire compris entre les 














Fig. 1. Fig. 2. 
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courbes C et C’, C étant un cercle de rayon très grand, C’ enveloppant 
étroitement la coupure (Fig. 1). Dans ce domaine Q*(x) est partout 
uniforme et régulier, c’est-à-dire développable par la série de Taylor, 
D’après un théorème de Cauchy, le nombre des racines de Q* (x) = 0 
dans ce domaine peut donc s’obtenir en divisant par 2 x l'accroissement 
total de l'argument de Q"(x), lorsque x parcourt successivement les con- 
tours C et C’ dans le sens indiqué (Fig. 1). Or, sur le cercle C on a 


C 
Q" (x) — TI (1 +6) 
Il 17 
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le module de & restant aussi petit qu’on voudra. La variation totale de 
l'argument de 1++ est donc nulle sur le contour C et l’accroissement 
de l’argument de Q*(x) sur ce contour est 


— 2n X (n +1). 


Pour avoir la variation de l'argument sur C’, nous réduirons ce con- 
tour à la double droite de —1+: à + 1—2:, et de deux cercles infi- 
niment petits entourant les points A et B et tels que le rapport des 
distances aux points À et B est constant pour un point sur chacun de 
ces cercles. Sur le cercle enveloppant le point A, la partie réelle de 


x +1 
— 1 





log” 


est alors constante, positive très grande, tandis que la partie imaginaire 
est toujours comprise entre +zi. Ensuite, on a sensiblement sur ce 
cercle F(x)—1 et R(x) égale à une quantité réelle. 

On voit donc que la partie réelle de Q" (x) est constamment positive 
très grande, tandis que la partie purement imaginaire est très petite 
par rapport à la partie réelle. La variation de l'argument de Q"(x) est 
donc insensible, et il en est de même pour le cercle enveloppant le 
point B. Puisqu’on sait d'avance que la variation totale de l'argument 
sur C’ doit être un multiple exact de 2x, nous pouvons donc nous 
borner à calculer la variation de l’argument sur la droite double de 
—1+e à +1—e, on doit prendre 


og (os) = 0e (TE) — si, 
et en allant de +1—eà —1+e 


log (24) = 108 (FE ne 2) Ha 


Mais on voit facilement (parce que la fonction Q* (x) est soit paire, 
soit impaire) que la variation de l’argument est la même dans les deux 











cas. Il suffira donc de calculer la variation de l’argument de 


3 r@log (Tr E< 2) +ri— =RG&=X + Yi, 
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æ diminuant de + 1—: à —1+Le et de doubler le résultat, Or,ona 


Laye 


1 
Y—=S2F(X, 


et l’on reconnaît facilement que l’équation X —0 admet n + 1 racines 


PR PTBPM 2... Dhnsi > —L 


Dans les intervalles de ces racines se trouvent les » racines de Y —0, 
L;, Lo, ve.» Tn » 


Y DL D Ye D Lo... An D Yn+1. 


Il importe de remarquer que l'équation X —0 ne saurait avoir 
d’autres racines réelles dans l'intervalle (— 1, + 1), car, d’après un 
théorème de Sturm, on en conclurait pour l'équation Y —0 plus de n 
racines, ce qui est absurde. Or on reconnaît maintenant sans difficulté 
les variations de signes de X et Y lorsque x décroît de 1—e&à —1+4e, 
et qu’on peut déduire du Tableau suivant 


F3 Signe de X. Signe de Y. 
+1—e + + 

Y1 0 à 

A — 0 

Ye 0 FN 

Lo + 0 

Y3 0  £ 

Zn 2 0 

Yn +1 0 (— 1} 
bel D (— 1} +1 (— 1} 


Pour x=+1—e:, X est positif très grand, Y positif fini, l'argument 
positif très petit. Pour æ— y, l’argument est + 2: donc l’accroisse- 


ment de l'argument est, pour l'intervalle (+ 1 — e à y), 


++ 
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Il est clair ensuite qu’on a pour les intervalles indiqués les accroisse- 
ments de l’argument suivants 


En faisant la somme et doublant, la variation totale de l’argument 
sur le contour C’, est 


+2x xX(n+1), 
et pour le contour C on avait un accroissement 
—2n X(n +1); 


donc l'équation Q"(x) —0 n’admet aucune racine. 


4, La même méthode s'applique à l’équation 
Q"(x)+zriF(x) = 0. 
Dans ce cas on a sur le cercle C 
Q'(a +riF(x) = Ca" (1 +e); 
donc la variation de l'argument sur C est 
+2xzXn. 


Mais il faudra prendre maintenant, en allant de —1+e+à +1—e, 


Y = + QT, 


Xdet à F (x) log Fa —R(x), 


Y=+ ÈS xF@ 
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La variation totale de l’argument sur C’ devient nulle, les deux 
parties se détruisant ; donc l’équation 
: Q"(x) +riF(x) =0 
admet n racines. D’après le théorème de M. Hermite, ces # racines 
se trouvent au-dessous de l’axe des abscisses; on peut retrouver ce 
résultat en évaluant la variation de l’argument sur le contour abcdefga 
(Fig. 2). La variation est 


Sur abc, +nXn, 


Sur cd, — 5: 
Sur ef,  +nx(n+1), 
Sur ga, —+ 


en sorte qu'on trouve n racines à l’intérieur du contour. Les mêmes 
considérations s'appliquent évidemment aux autres branches de la 
fonction, et l’on pourrait même déterminer le nombre des racines de 


Q"(x)HkniF(x) —0 


pour une valeur non entière ou même imaginaire de 4. 


5. La fonction Q" (x) peut s'exprimer par l’intégrale de M. Neumann 


Q" (x) — ET F(u) du 


LT —U 
—1 


et l’on peut conclure de là, très simplement, que l'équation Q"(x) = 0 
n'a point de racine. Supposons, en effet (x n'étant pas naturellement 
sur la coupure), 

+1 
D | EURO 


hi 
7] 


on aurait aussi 





+1 Fu} du 
(4) Sn 
F T—U 
car 
es Te Fu y ED qu + F (0  - = 8 _ 


: T—U 
— 1 — 1 
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et dans le second membre la première intégrale s’annule en vertu des 
propriétés de F(u), la seconde en vertu de (3). Or, je dis que la rela- 
tion (4) est impossible; soit, en effet, 


x = a + bi, 


on devrait avoir 


Poe g(a—u—bi)du—0. 





La partie purement imaginaire ne peut être nulle, à moins qu'on 
n’ait b—0; mais x serait réel et, n'étant pas sur la coupure, x—u ne 
changerait pas de signe, et la relation (4) est encore impossible. 


LXXV. 


(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 9, 1890, 479—480) 


Note sur l'intégrale L e—w du. 
0 


M Méray a montré récemment (Bulletin des Sciences mathématiques, 
1889) qu’on peut obtenir la valeur de cette intégrale à l’aide de la for- 
mule de Wallis. La déduction suivante se fonde sur la même idée, mais 
on la trouvera peut-être un peu plus simple. 

Soit 


ee: 2 
m= | u"e—" du; 
0 


une intégration par parties donne 





d’où l’on conclut, 





as. 





L'expression 


In +1 + 2xlntaln if u-(u+aÿe- du 
0 


est évidemment positive pour toute valeur réelle de x, donc 


H « [1 In+: 
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n 
ou, à cause de I,+1— 9 In1; 


n 
D < Sr 


On a, par conséquent, 


2 
Beggin Lx < I2k-1lokp1, 


c’est-à-dire 


er bi 
Lx > 4k+2 ’ 13% < 4k ’ 








en sorte qu’on peut poser 


s: (1:$.6:..2) 1 
Be uxps Ut 0<e<, 





ou, en exprimant l»x par L,, 


[2.4.6...(24)P 
[1.3.5...(2k — LP (24+ DU + €). 





2 [2 — 


En faisant croître indéfiniment l’entier k, il vient, d’après la formule 
de Wallis, 


7 1 


2, L=S Var 


LXXVI. 


(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 4, 1890, 1— 103.) 


Sur la théorie des nombres. 


CHAPITRE I. 


SUR LA DIVISIBILITÉ DES NOMBRES. 


1. L'idée de nombre a son origine dans la considération de plusieurs 
objets distincts. 

C'est une notion qui s'attache à cette considération, où l’on fait 
abstraction de la nature des objets, et qui est, d’après notre conviction 
intime, indépendante de l’ordre dans lequel on envisage successivement 
les objets donnés. 

Ce dernier point est essentiel et constitue, à proprement dire, le 
seul axiome de toute la science des nombres. Peut-être même est-il 
possible de ramener cet axiome à quelque chose de plus simple encore. 

Si l’on se rappelle, en effet, que l’on peut passer d’une permutation 
à une autre par une série de transpositions opérées sur deux éléments 
voisins, il semble qu’au fond il suffit d'adopter l’axiome dans le cas de 
deux objets. 

Mais, sans insister sur cette question, nous nous bornerons à obser- 
ver que les relations exprimées par les équations 


a+b—=b+a, a+b+c—=a+(b+c), rs 
abc—bac—=c(ab), «i 
a(b+c)=ab+ac, ..., 
doivent être considérées comme des théorèmes qui découlent de l’axi- 
ome fondamental qui donne naissance à l’idée de nombre. 
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2. En comparant un nombre a avec les multiples 0, 6, 2b,...d'un 
second nombre b, deux cas peuvent se présenter. Ou bien a est égal 
à un multiple de b, alors a est divisible par b, b un diviseur de a, ou 
bien le nombre a tombe entre deux multiples consécutifs de b. Dans 
ce dernier cas, il existe un nombre m tel que a=—mb+c, c étant 
positif, mais inférieur à b. 


8. Étant donnés plusieurs nombres a, b,c,...,1, on peut toujours 
trouver des nombres qui sont en même temps divisibles par a, par 
b,..., par L Parmi ces nombres qu’on appelle communs multiples de 
a, b,c,..., 1, il y en a un nécessairement qui est le plus petit et qui 
s'appelle le plus petit commun multiple des nombres a, b, c,..., 1. 


Théorème I. — Le plus petit commun multiple »m des nombres 
a, b,c,...,1 divise exactement tout autre commun multiple M de 
ces nombres. 


En effet, si M n’était pas un multiple de ", la division de M par 

m donnerait lieu à une relation 
_M=km+m, 

où m' serait positif, mais inférieur à m. Or on reconnaît immédiate- 
ment que #' serait encore un commun multiple de a, b,c, ...,l, ce 
qui est absurde, puisqu'on suppose qu’il n'existe pas un tel commun 
multiple inférieur à m. 

Il est clair qu’on peut énoncer ce théorème encore de cette manière: 


Théorème If. — Si un nombre M admet pour diviseurs les nombres 
a, b,c,..., 1, le plus petit commun multiple de a, b, c, ..., | sera 
encore un diviseur de M. 


4. Le plus petit commun multiple des nombres 


a>b0>02>...2>1 
est évidemment au moins égal à a, et il ne peut être égal à a que dans 
le cas où b, c, ..., L sont des diviseurs de a. 


5. Un nombre qui divise à la fois a, b, c, ..., L s'appelle un com- 
mun diviseur de ces nombres. Parmi ces communs diviseurs, il y en a 
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nécessairement un, plus grand que les autres, et qui s’appelle le plus 
grand commun diviseur de a, b, c,..., 1, 


Théorème Il. — Le plus grand commun diviseur à des nombres 
a, b,c,...,1 est un multiple de tout autre commun diviseur 6’ de ces 
nombres. 


Soient, en effet, à, 9’, 8”, ... les communs diviseurs des nombres 
donnés. Puisque a est divisible par 6, d’, 8”, ..., il est encore divisible 
par le plus petit commun multiple de 6, 4’, 6”, ..., et il en est de 
même pour b,c,...,2. Par conséquent, le plus petit commun multiple 
de à, 4/, 8”, ... est encore un commun diviseur de a, b, c, ..., 1. Ce 
plus petit commun multiple est donc nécessairement égal à à, et 
6, 8”, ... sont les diviseurs de 6. L'ensemble des communs diviseurs 
de a, b, c, ..., l est identique avec l’ensemble des diviseurs de à, 


‘6. Pour chercher le p. 9. c. d. (p. p. c. m.) de a,b,c,...,l, on peut 
diviser ces nombres en divers groupes, chercher le p.g. c.d.(p.p.c. m.) 
des nombres contenus dans ces groupes, ensuite le p.g. c. d.(p.p.c. m.) 
des nombres ainsi obtenus. 

On pourra donc ramener le problème toujours au cas où il n’y a que 
deux nombres a et b, et, dans ce cas, l’algorithme d’Euclide conduit 
de la façon la plus simple à la connaissance du p. g. c. d. Par une suite 
de divisions, on obtient les relations 


a == QD +7, 

b = hr 

r me af 97) Lr!, 
INSEE re € Ne , 
r&-1 = gé+0y® LrE+D, 
y X) = g#+2rGTD, 


et r%+2 est le p. g. c. d. de a et b. 

Soit 6 le p. g. c. d. de a, b, c, ..…, !, alors les nombres ma, mb, ..., ml 
sont tous divisibles par mô, leur p. g. c. d. est donc nécessairement 
divisible par mô, mais on reconnaît immédiatement que ce p. g. c. d. 
est exactement m 0. 
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Pour abréger, nous emploierons quelquefois les symboles 
(a, b, c, ..., 1), 
URERC PENSE 


pour désigner respectivement le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de a, b, .…., L. 
On a donc 


(me, mb, ..., MSN. 0 
et de même 
ima,; mb,..,,milismainie. BR 
De là on peut conclure le lemme suivant qui est souvent utile. 
Lemme. Soient d le p. g. c. d. (p. p. c. m) des a nombres 
PE PS OR 
e le p.g. c. d. (p. p. c. m.) des 8 nombres 
RE AE Ve 
alors le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des aB produits 
00. 00,040, 2, CE ET ab, a”#’, 
est de. 


En effet, les p. g. c. d. (p. p. c. m.) des divers groupes 


/ 1, 
dos 0" 0 1 
! 1 L/ LE ML 
FC & PORN Ed À ROC 
/ A, 11h! 
60, CV RTS: 


iso 
sont respectivement ae, a'e, ae, ..., et le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de 
ces derniers nombres est de. 


7. La recherche du p. p. c. m. peut se ramener toujours à celle du 
p. g. c. d., et réciproquement. 
Le p. p. c. m. de a, b, c est de la forme 


abc bc ca a b 
dE 


donc d doit être un commun diviseur de bc, ca, ab. Pour avoir le 
p. p. c. m., il faut évidemment prendre pour d le p.g. c. d. de bc, ca, ab. 
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Théorème III. — Le p. p. c. m. (p. g. c. d.) de a, b,c, ...,l est égal 
au produit abc...l divisé par le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des produits 


RM ts ser 688,,.8 


8. Dans le cas de deux nombres a et b, le produit du p. g. c. d. et 
du p. p. c. m. est ab. Cette relation n’a plus lieu dans le cas où l’on 
a n nombres. Cependant ou peut rétablir l’analogie, et il faut, pour 
cela, considérer, non seulement le p. g c. d. et le p. p. c. m., mais une 
suite de n nombres qui dérivent d’une façon particulière des nombres 
donnés. 

Nous allons entrer dans quelques détails sur cette théorie, comprise 
dans des recherches plus générales de M. Smith dont nous aurons à 
parler plus loin. 

Considérons n nombres 


D au 1 ten D, €, :., ,L 
Prenons deux nombres, par exemple a et b, de ce système et rempla: 
çons-les par leur p. g. c. d. et leur p. p. c. m. On aura ainsi un second 
système (A) 
(oi PRE T'ON 

En répétant la même opération sur (A) pour en déduire un système 
(A2), puis un système (A;), ..., on finira toujours par obtenir un sy- 
stème dans lequel deux nombres quelconques sont eux-mèmes leur 
p.g. c. d. et p. p. c. m., c’est-à-dire l’un de ces nombres divise l’autre. 
Si l'on ordonne les nombres de ce système définitif par ordre de gran- 
deur croissante 

OR 1.7 6 

ex divise ex41, et nous dirons que ces nombres forment le système 
réduit, ex est le kïème nombre réduit. En effet, on verra que ce système 
réduit est unique et indépendant de la manière dont on a dirigé les 
opérations. 


9. Pour faciliter un peu le langage, nous dirons que deux nombres 
forment un couple réduit lorsque l’un de ces nombres divise l’autre. 
Il est clair que, si a et b sont un couple réduit, les groupes (A) et (A.) 
sont identiques; on peut donc se dispenser de combiner les couples 
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réduits. Si tous les couples de (A) étaient réduits, ce groupe serait 
déjà le système réduit. 

Nous allons faire voir qu’en combinant deux nombres qui ne forment 
pas un couple réduit, on augmente toujours le nombre total des cou- 
ples réduits. 

Considérons, pour cela, les divers couples réduits de (A). On peut 
distinguer les quatre catégories suivantes: 

1° Les couples réduits f, g qui ne renferment ni a, ni b. Il est bien 
clair que ces couples réduits se retrouvent dans (A.). 

2° Les couples réduits a, f qui renferment le nombre a et qui sont 
tels que b, f n’est pas un couple réduit. Dans ce cas, au moins un des 
couples a/, f et b', f sera réduit, et ils peuvent l'être tous les deux. 
En effet, si f divise a, il est clair qu’il divise aussi b/, et, si f est mul- 
tiple de a, il sera aussi multiple de a’. [On suppose a'—(a, b), b' =|a, b|.] 

3° Les couples réduits b, f qui renferment le nombre b et qui sont 
tels que a, f n’est pas un couple réduit. Il est clair que.ce que nous 
venons de dire pour le second cas s'applique encore ici. 

4° Les couples réduits a, f qui sont tels que b, f'est en même temps 
un couple réduit. Dans ce cas, on reconnaît facilement que les couples 
a’, f et b', f sont aussi réduits tous les deux. Il suffit d'examiner suc- 
cessivement les trois hypothèses possibles : f divise a et b; f est mul- 
tiple de a et de à; f divise l’un des nombres a, b et est multiple de 
l'autre. 

Nous avons ainsi énuméré déjà dans le système (A.) au moins autant 
de couples réduits que dans (A). Mais le système (A,) renferme encore 
le couple réduit a’, b', par conséquent le nombre des couples réduits 
du système (A;) surpasse au moins d’une unité le nombre des couples 
réduits de (A). 

Par un nombre fini d'opérations, on arrivera donc nécessairement 
à un groupe de x nombres dont tous les couples sont des couples ré- 
duits, et qui est ainsi le système réduit. Il reste à faire voir que ce 
système réduit est unique. 


10. On constate d’abord qu’en remplaçant a et b par a’ et b’, on 
ne change ni le p. g. c. d., ni le p. p. c. m. des nombres du système. 
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Envisageons maintenant les divers produits 4 à 4 des nombres (A), 
pour voir quelles modifications résultent, pour ces produits, par le 
remplacement de a et b par a’ et b’. 

Les divers produits #4 à k se composent: 


1° Des produits qui ne renferment ni a, ni b; 
20 Des produits qui renferment a et b; 
8° Des produits qui renferment un seul des nombres a et b. 


Il est clair que ce sont les derniers produits seulement qui sont 
affectés par le remplacement de a et b par a! et b’. Ces produits sont, 
d’ailleurs, en nombre pair et peuvent être écrits ainsi 


MI CNE Ver, PT ….., 
bP, bP', bP", bP'", ..…, 


P, P’, P/,... étant les divers produits 4 — 1 à 4 — 1 des nombres c, .…., L. 
En remplaçant maintenant a et b par a’ et b', cela revient évidem- 
ment à remplacer chaque couple 


(@P,dP), (aP'’,bP’), (aP”,bP’), 


par son p. g. c. d. et son p. p. c. m. Cette opération, nous l'avons déjà 
remarqué, n'influe ni sur le p. g. c. d., ni sur le p. p. c. m. des divers 
produits 4 à k. 

Par conséquent, le p. g. c. d. D4 et le p p.c. m M4 des divers pro- 
duits 4 à 4 des nombres (A) ne changent pas en passant aux nombres 
(A). D4 et M; sont aussi le p g. c. d. et le p. p. c. m. des produits 4 à 4 
du système réduit 


c’est-à-dire 
Dr = 0...6%, Mr =enen—1...n—x+1. 


De là on conclut les relations suivantes 











e D € De lk Dr (e D, 
LT NT 2 Nas oi € L. PRE à ECM 
? D, ? , Dast: , Di3 

M Mx M, 
m=M,, . 1 = attire “S. & == , 
M,’ \ + Mz 1° : , My: 


qui mettent en évidence ce fait que le système réduit est unique et 
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donnent l'expression des nombres réduits en fonction de a,b,c,...,1. 
Les relations 

=D, =M, : M; _:, En = M, = D, : D, _: 
reproduisent le théorème IIT. Puisque & divise +1, on voit que D 
divise Dx+1 Dx_1, MX est multiple de Mx41 Mx_1; on pourrait le dé- 
montrer directement en s'appuyant sur le lemme du n° 6 On voit 
que D; ne peut être égal à D; _,à moins qu’on n’ait D, —=D,=...—=D:=l1. 


11. Lemme. a’ et b' étant le p.g. c. d. et le p. p. c. m. de a et b, 

le p g. c. d. et le p. p. c. m. de 

(m,a) et (m, b) 
sont respectivement 

(m, a’) et (mn, 0°) 
De même, le p. g. c d. et le p. p. c. m. de 

Im,a|l et |Îm,0| 
sont respectivement 

Im,a'| et |», b'|. 

Pour démontrer la première partie, on remarque d’abord que le 
p. g. c. d. de (m, a) et (m, b) est évidemment (m, a, b)—(m, a’). Cela 
étant, pour démontrer que (m, b') est le p. p. c. m. de (m, a) et (m, b), 
il suffira de faire voir que 

(m,a)X(m,b)=(m, a’) X (m, b'). 
Mais cela est évident; car, d’après le lemme du n°6, ona 
(m, a) X(m, b) —=(m?, ma, mb, ab) —(m?, ma’, ab), 
(m,a)X{(n, b)—=(m®, ma, mb’, a/b')—=(m?, ma', a’ b'). 

Pour la seconde partie, on remarque d’abord que le p p. c. m. de 
im,al et |m,b| est évidemment |m,a,b|—|m, b'|; et ensuite il est 
clair que 

Im,a|xXim,b|=|im,a|X]|m, b'|. 

On conclut de ce lemme que les nombres réduits de 

(m, a), (m,5b), .(m,c), ..., (m,i1) 
sont 
(m,e), (m,e), (m,es), ..., (m, en). 
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De même, les nombres réduits de 
bal Las Piel, 352, Le, Ë 
sont 
im,e|, Im, @l, im, el, nés et [tien 


12. Nous avons considéré, dans le n° 10, les divers produits 4 à 4 
des nombres a, b, c, ..., L. ü, au lieu de cela, on avait considéré 
simplement les divers groupes 4 à 4, non pour en former les produits, 
mais pour en prendre le p. g. c. d. ou le p. p. c. m., on serait arrivé 
aux résultats suivants: 


4 est le p.g. c. d. de |a|, |b4,.1el.,,,10/; 


€ s II D 1030 …., l1E,1! 

CA L La, b, ci, |a,b,d|, .,.: 
puis aussi 

én est ie D. p. c. m. de (a), (0), ..., (); 

di : CET ) PR Le PA POP (JR à à 

CRE , OC; 0,0).: 


Cette recherche n'offre aucune difficulté en s'appuyant sur le lemme 
du n° 11. 


13. On dit que deux nombres sont premiers entre eux (ou bien a 
est premier avec b) lorsque leur p. #. c. d. est égal à l’unité; leur p. p. 
c. m. est alors égal à leur produit. 

Lemme. — On a 

@, bc) — (a, c) X (a, b). 
En effet, il est clair que 


(a, bc) — (a, bc, ac), 
or 


(bc, ac) = c X (a, b). 
Théorème IV. — Lorsque a et b sont premiers entre eux, tout com- 
mun diviseur de a et bc est aussi commun diviseur de a et c. 


Il suffit évidemment de montrer que 


(a, bc) = (a, c), 
II 18 
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mais cela est évident d’après le lemme précédent, puisque (a, b)=1 
par hypothèse. ; 

On déduit de ce théorème les conséquences suivantes: 1° Sicest 
aussi premier avec a, bc est premier avec a. Il est facile de généraliser 
ce résultat ainsi. Les nombres 

l'AS HS MERE 

Pl 8 Te 
étant tels que chaque nombre a, a/, ... est premier avec tous les nom- 
bres b, b',..., le produit aa/a'... est premier avec bb'b"..., a" est 
premier avec b". 20 Lorsque bc est divisible par a (a et b étant premiers 
entre eux), c est divisible par a. 


14. On dit que plusieurs nombres a, b, c,...,l sont premiers entre 
eux lorsque deux quelconques d’entre eux le sont. On peut remplacer 
cette définition par la suivante qui lui est équivalente. Plusieurs nom- 
bres a, b,c,...,l sont premiers entre eux lorsque a est premier avec 
bc...l,baveccd...l,...,enfin k avec l. 

Le p. p. c. m. des nombres 4, b, c, ..., 1, qui sont premiers entre eux, 
est égal à leur produit, et cette propriété est caractéristique. En effet, 
ayant 

[a,b,c,...,1|=abc...l, 
il est impossible que deux de ces nombres aient un diviseur commun 
> 1. Car, si Ô divise a et b, 


ab 
CEE C ... 
3 Xcd...l 
est un commun multiple dea,b,c,..., 1. 
Un nombre admettant les diviseurs a, b,c,...,l premiers entre eux, 


est divisible par leur produit abc...l. 

On peut dire encore: les nombres a, b,c,...,l sont premiers entre 
eux lorsque le (n — 1)" nombre réduit e, _1—1. En effet, e, _, est le 
p. p. c. m. des nombres 

(a,d),, (2,0, je." 69. 

On a alors aussi 

CAE PARC PONEY RER ER 


ad: LL 
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Pour que plusieurs nombres a, b, c,...,l soient premiers entre eux, 
il ne suffit pas que leur p. 9. c. d. soit égal à l'unité, il faut que le 
p. g. c. d. D, _, des produits 
doit ac. hf "ab. 
soit égal à l’unité. (Voir le théorème III et la fin du n° 10.) 
Lemme. — Le p. #. c. d. des nombres m, a, b étant l'unité, on a 
(m, ab) —=(m, a) X (m, b). 
En effet, d’après le lemme du n° 6, 
(m,a) X(m,b)—={(m", ma, mb, ab), 
or 
(m°, ma, mb)=m X (m,a,b)—=m 
d'après l’hypothèse. 
Plus particulièrement, on aura 
(m,ab)—=(m, a) X (m, b) 
lorsque a et b sont premiers entre eux. Ce résultat peut se généraliser 
immédiatement ainsi. 


Théorème V. — Les nombres a, b, c, ..., L étant premiers entre 
eux, on a 
(m,abe, Din, a) xX{(m, b) xX (m, oc) X ... x (m, D). 
Remarque. — Ce résultat est compris aussi comme cas particulier 


dans les propositions obtenues dans le n° 11. En effet, le nie nombre 
réduit de 
(ah, 08,0), (mc), :..,,(m, 1), 
c'est-à-dire leur p. p c. m. est égal à 
Os) 25 ms Le, à, cos d |) 
En supposant a, b,c,...,l premiers entre eux, on retrouve le théorème 
ci-dessus. On peut en tirer la conséquence que voici. Les nombres 
a,b,c,...,l étant premiers entre eux, un diviseur à de leur produit 
peut être toujours mis d’une seule façon sous la forme 
sat" Ti 
où a’ divise a, b’ divise b,...,/ divise Z. En effet, si cette décompo- 
sition en facteurs est possible, a’ doit diviser a et 5, et par consé- 
quent (a, à). 
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Mais, d’après le théorème V, on a 
0=(a;0) X(0,0)X 1. X 00): 
d'où il est clair que la décomposition est possible, et d’une seule ma- 
nière. 
D'autre part, on obtient toujours un diviseur de abc...l,en mul- 
tipliant un diviseur quelconque a/ de a par un diviseur db’ de b, etc. | 
On peut donc conclure: 


Théorème VI. — Les nombres a, b, c,..., L étant premiers entre 
eux, on obtient tous les diviseurs de leur produit abc...1, et chaque 
diviseur une seule fois, en multipliant chaque diviseur de a par chaque 
diviseur de b,..., par chaque diviseur de 7. 


Corollaire. — En désignant par f(m) le nombre des diviseurs de m 
(ou la somme de ces diviseurs, ou la somme de leurs kièms puissances), 
on a 


f(abc...D=f(a) X f(b) X f(D X...xX "(0 


lorsque a,b,c,...,lsont premiers entre eux. 


15. Tout nombre a (excepté l'unité) a au moins les deux diviseurs a 
et 1. Tout nombre qui n’admet pas d’autres diviseurs s’appelle nombre 
premier. Nous ne compterons pas Funité parmi les nombres premiers: 
les plus petits nombres premiers sont 

2 3,709, HD 0 I 
Tout nombre qui n’est pas premier est dit composé. Un nombre com- 
posé a est toujours égal à un produit bc dont les facteurs sont > 1 tous 
les deux. 

Soient p un nombre premier, & un nombre quelconque; si p ne divise 
pas a, a et p seront premiers entre eux. 

Lorsqu'un nombre premier p divise le produit abc...1, p doit diviser 
au moins un des facteurs a, b, c,...,l; car, dans le cas contraire, p 
serait premier avec a, avec b,...,avec /, par conséquent premier avec 
abc...let ne pourrait diviser ce produit. 


Théorème VII. — Tout nombre composé admet un diviseur premier. 


En effet, il est clair que le plus petit diviseur, surpassant l'unité, 
d’un nombre composé, est nécessairement un nombre premier. 
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Théorème VIII. — Tout nombre composé est égal à un produit de 
facteurs premiers ou, comme on dit, il est décomposable en facteurs 
premiers. Cette décomposition ne peut se faire que d’une seule manière. 


En effet, mettons le nombre composé a sous la forme d’un produit 
bc...l 


de facteurs > 1, de toutes les manières possibles. Le nombre de ces 
facteurs sera toujous inférieur à n, en supposant 2” >> a. Parmi ces pro- 
duits égaux à a, il y en aura donc un, au moins, dans lequel le nombre 
des facteurs est le plus grand. Soit 


Pi Do : + + PK 


un tel produit, il est clair que tous les facteurs sont des nombres pre- 
miers; car, si par exemple p, était composé, on pourrait obtenir un 
produit égal à a et renfermant 4 + 1 facteurs. 

Remarque. — Il est clair qu’on obtient toujours par un nombre fini 
d'essais les divers produits égaux à a que nous considérons. Il suffit 
d'écrire les nombres 


de prendre leurs divers produits un à un, deux à deux, ..., n—1 à 
n — 1 (avec répétitions) et de ne conserver que ceux de ces produits 
qui sont égaux à a. 
La première partie du théorème se trouve ainsi démontrée; quant 
à la seconde partie, supposons deux décompositions en facteurs pre- 
miers 
G = Pia Ds - + - = Las +. 


Il est clair que 9, doit diviser le produit p, p, p,;..., et, par conséquent, 
un des nombres p.,, 2, P:,...: donc Q, est égal à un de ces nombres, 
par conséquent p, = q1. 
On en conclut 
Pa Ps. —G23v.., 
d'où 
Po — Go) 


Le théorème étant ainsi complètement démontré, on voit qu'on 
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peut mettre un nombre quelconque, et cela d’une seule manière, sous 
la forme FER 
p° qhr? : 
P,4,7,... étant des nombres premiers distincts, a, B, y,... des nom- 
bres quelconques. 
On peut déduire ce théorème aussi du théorème VII. 


16. Pour que deux nombres soient divisibles l’un par l’autre, il 
faut et il suffit qu’en ayant décomposé les deux nombres en facteurs 
premiers le diviseur n’ait pas d’autres facteurs premiers que le divi- 
dende, et que ces facteurs ne figurent pas dans le diviseur avec de 
plus grands exposants que dans le dividende. Cela est évident d’après 
ce qui précède. 

A l’aide de ce résultat, on peut reconnaître immédiatement la vérité 
de tous les théorèmes que nous avons obtenus sur le p. p. c. m., le 
p. g. c. d., en supposant tous les nombres décomposés en facteurs 
premiers. Nous n'insisterons pas sur ce sujet, cependant on doit re- 
marquer que ce n’est là, à proprement parler, qu’une espèce de véri- 
fication; cela devient sensible surtout lorsqu'il s’agit de propositions 
plus compliquées, comme celles du n° 11 sur les nombres réduits. Mais 
nous devons expliquer encore comment on obtient immédiatement les 
nombres réduits de a, b,c,...,1, lorsqu'on a décomposé ces nombres 
en facteurs premiers. 

Supposons donc 


a—p{ips?. ; .DEt, 
b—= ph pl ds .ple, 


C = p?1 pr. / .DŸe, 


Pour plus de symétrie, nous avons introduit partout les mêmes nom- 
bres premiers p,, D,...,Dx, Ce qui peut se faire en admettant pour les 
exposants aussi la valeur 0. | 

Considérons les exposants de p; 


Qis Pis Vis -.., di 
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Supposons qu’en les écrivant par ordre de grandeur croissante on ait 


di SbiZci<...<l. 
Alors on aura 
 —=PT DS... DE, 
F5 es b 
Cl = Di Po... Pit, 


is C c 
E =PT DS ...pE, 


C'est ce qu'on vérifie directement en remarquant, par exemple, que 
ere = Dr 


est bien, avec ces valeurs de &,,e,,...,e,,le p. g. c. d. des produits # 
à k des nombres a,b,c,...,1. On vérifie encore sans peine les expres- 
sions des e; que nous avons obtenues dans le n° 12. 

Les diviseurs de »" sont 


DR ri, 


leur nombre est a + 1, leur somme 


pstl—1 
p—1 
Un nombre quelconque 
pa apr}... 
admet donc 
(a +1) X (841) X (y +1)... 


diviseurs, et leur somme est 


a +1 B+1 _ y +1 
p — 1 9 ER 1 
RO res ho 





Koss 


17. Décomposer un nombre donné en facteurs premiers, c’est un 
problème dont la solution exige un grand nombre de tâtonnements. 
On a imaginé de nombreux artifices pour abréger le travail; mais, 
quoi qu’on fasse, cette décomposition est, en réalité, impraticable 
pour un nombre un peu grand. Aussi serait-il, par exemple, à peu 
près impossible d'obtenir de cette façon le p. g. c. d. de deux nombres 
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de douze à quinze chiffres ; l'algorithme d’Euclide conduit sans trop de 
peine au but, 

On voit par là que ce n’est pas seulement en se plaçant au point de 
vue théorique qu'on peut exiger de ne pas faire intervenir la décom- 
position en nombres premiers dans des questions où ces nombres pre- 
miers ne figurent pas expressément. 

Il y a une infinité de nombres premiers. En effet, p étant un nombre 
premier, on peut toujours trouver un nombre premier plus grand que p. 
Soit, pour le montrer, 


PSIXSX..:X#0 


le produit de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas p. Met- 
tons le nombre P d’une façon quelconque sous la forme d’un produit 
de deux facteurs 
P= AB, 

alors il est clair que le nombre N — A + B n’est divisible ni par 2, ni 
par 8,..., ni par p. En décomposant donc N en facteurs premiers, on 
trouvera nécessairement des nombres premiers qui surpassent p. 

Remarquons avec M. Cayley que, si l’on prend A=P,B=—1, les 
nombres N+1,N+2,...,N—+yp—1 sont tous composés; d’où l’on 
voit que la différence de deux nombres premiers consécutifs peut sur- 
passer un nombre donné. 


18. Voici une proposition dont on a besoin quelquefois. Il est tou- 
jours possible de mettre le p. p. c. m. des nombres a, b,c,...,1l sous 
la forme d’un produit 


abc... 
dont les facteurs sont premiers entre eux et divisent respectivement 
a,b,c,...,1. Adoptons les notations du n° 16, le p. p. c. m. est 


PI DS... DE. 


e 


Écrivons les nombres a, b,c,..., ! l’un au-dessous de l’autre. Écri- 
vons ensuite le facteur pl! à côté d’un des nombres a, b,c,...,l1qu'il 
divise (un au moins de ces nombres est divisible par pf). Faisons de 
même pour p;...p,t. Alors on prendra pour a’ le produit des nombres 
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qu'on aura écrits à côté de a (a = 1 lorsque aucun nombre ne se trou- 
verait à côté de a), de même pour b/, c!,...,//. 

Il est clair qu’on obtiendra toujours au moins une solution; elle est 
unique dans le cas où, parmi les nombres a, b,...,1,1l n’y en a qu'un 
seul divisible, soit par ph, soit par pk, etc. Dans le cas contraire, le 
problème admet toujours plusieurs solutions. 


19. On peut toujours obtenir une solution, sans décomposer les 
nombres a, b,c,...,1len facteurs premiers et uniquement à l’aide de 
l'algorithme d’Euclide. 

Mais, pour abréger, nous nous bornerons au cas de deux nombres 
aetb,d'oùdilest facile, du reste, de remonter au cas général. Soit 
(a, b)—= d, et calculons 


CCE 


: x a b 
a’ et b’ seront premiers entre eux, puisque 4 et PT le sont ; d sera donc 


divisible par leur produit, soit 


d=ab'd' 
et puis 
Bee (Loan 
d' — a'! b'! F; 
(£, a") = L: (2, a”) —— gif 
d'! — a//! b'"’ 4", 


En continuant ainsi, on finira toujours par arriver à un couple 
ak+)—1,  bE+D—1, 
car 
d = a’ b! d' —— a’ a/! b' b'! d'! 2 a’ a/! a!’ b' b'! b'!' d''! =... 
On aura alors 
d={(a!a"...a®) X (b'b'...b®) x 4® 
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et, pour le p. p. c. m., 


N= —) 


d 


m=(% x aan) x (x vo. ve) x am 


a b à dus ST. 
Les nombres à et F3 sont premiers entre eux, et, a’, a/',...a%) étant 


des diviseurs de _ b', b”,...b® des diviseurs de 4 il est clair que les 


deux facteurs 


+ X a'a”...a® et D XD D"...00 


sont premiers entre eux. Ensuite d® est premier avec chacun de ces 
facteurs, car 


($, do) = aw+0=1, a. a) = bu+0 = 1. 


En prenant donc 


R 


A=—Xaa'...a® 


& 


L 2 X b'b...b% x d®, 
on aura m—AB, A et B seront premiers entre eux, puis A divise a et 
B divise b. Plus généralement, si l’on a d® — pq, p et g étant premiers 
entre eux, on pourra prendre 


AT Xa'a”...a® Xp, 


B = 2 x 0 D"...00 x q 


Si l’on suppose a et b décomposés en facteurs premiers, on verra faci- 
lement que 


TX ga"... a 


est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent dans 
la décomposition de & avec des exposants plus grands que dans la dé- 
composition de b, tandis que d® est le produit des puissances de nom- 
bres premiers qui figurent avec le même exposant dans les décompo- 
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sitions de a et de b. Lorsqu'on a d® © 1, on obtient toujours deux 
solutions au moins, en prenant soit p = 1, g = d®, soit p — d®, g = 1. 
Mais, dans ce cas, il peut arriver que le problème admet encore 
d’autres solutions, et cela a lieu lorsque d® est divisible par plus d’un 
nombre premier. Mais, pour obtenir ces solutions, il faut absolument 
recourir à la décomposition de 4% en facteurs premiers: l’algorithnme 
d'Euclide seul ne peut pas les faire connaître. 


20. En jetant maintenant un coup d'œil sur le chemin que nous 
avons parcouru, on reconnaîtra que la théorie de la divisibilité des 
nombres repose sur ce fait, qu'étant données deux nombres a et b, on 
peut toujours déterminer un nombre m, tel que 


a—=mb+c, 
où 
0O<c<b. 


Si l’on considère les nombres complexes a + bi(i—V—1), on peut 
établir une relation analogue, et de là découle, pour ces nombres, une 
théorie de la divisibilité parfaitement analogue à celle des nombres 
ordinaires. Nous aurons à revenir plus tard sur cette question et 
d’autres de la même nature. 


Les propositions les plus essentielles sur la divisibilité des nombres 
se trouvent déjà dans les Éléments d’Euclide; notamment on y trouve: 
l'algorithme pour la recherche du plus grand commun diviseur, la 
proposition qu'un produit ne peut être divisible par un nombre pre- 
mier, à moins qu'un des facteurs ne le soit, la proposition qu’il y a un 
nombre infini de nombres premiers. 


284 SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


CHAPITRE II. 


DES CONGRUENCES,. 


1. Si la différence des deux nombres a et b est divisible par un 
nombre M, a et b sont dits congrus par rapport à M; le diviseur M est 
appelé le module; a et b sont résidus l’un de l’autre suivant le module 
M. Pour exprimer cette relation, on écrit, d’apres la notation de Gauss, 


a = b (mod M); 


cette formule est une congruence. Il y a avantage, dans cette théorie, 
à admettre, pour a et b, non seulement les valeurs entières positives, 
mais aussi les valeurs entières négatives. 

Si r est le reste de la division de a par M,on a 


a="r (mod M); 
le reste r est ordinairement un des nombres 


CE PE PS VE à 
. . . M M ee. a. + 
mais on pourrait le prendre aussi entre — og t+S: d'où il suit que 
tout nombre a un résidu qui ne surpasse pas en valeur absolue la moi- 
tié du module. C’est là le résidu minimum. 


2. Nous allons indiquer ici les propriétés les plus élémentaires des 
congruences, il sera à peine nécessaire d’insister sur les démonstra- 
tions. Si l’on n'indique pas le module, il sera sous-entendu que ce 
module est toujours M. 

Si l’on a 

a =, a =, a” =b"’, RER 
on aura ainsi 
a+a+a'+...=b+b+b'+..., 
ma—=m b. 
De même, on aura 


aa’ —ba —bb 
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et plus généralement 
au"... =000 ..., 
a” = b", 
Ainsi 
fa,y,2,.:.)= D Amnp. TM Y"2P. “4 
étant un polynôme à coefficients entiers, on aura 


f{a, a’, a,...)=f(, db’, b”,...). 


3. Supposons qu'on ait 
ma—=mb (mod M), 
ce qui signifie que m (a — b) est divisible par M; soit 
(m, M)=d, 


m  G\ M à m M : 

ae— b) sera divisible par ga’ °t; puisque 7 et 7 sont premiers entre 
nn M 

eux, a — b sera divisible par = : donc 


ie M 
a = (mod a) 


On peut donc diviser les deux membres d’une congruence par un 
nombre m, à condition de diviser en même temps le module par le 
p. g. c. d. de m et M. On aura à appliquer cette proposition le plus sou- 
vent dans les cas particuliers suivants : 1° »m est premier avec M, alors 
d=1; 2 m divise M, alors d = m. 

Supposons encore qu’on ait 


aa’ —bb (mod M), 
a = b (mod M). 
En multipliant la seconde congruence par 4’, il vient, en faisant atten- 
tion à la première, 
ba’ =bb! (mod M), 
donc 


a’ =D (mod a) 


où d—=(b, M)=(a, M), car il est clair que des nombres congrus ont 
même p. g. c. d. avec le module. 
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Si deux nombres sont congrus suivant le module M, ils seront con- 
grus encore en prenant pour module un diviseur de M. Si deux nombres 
sont congrus suivant plusieurs modules A, B,C,...,L, ils seront con- 
grus encore en prenant pour module le p. p. c. m. de ces nombres 


M=|A,B,C,...,L|. 


Le cas particulier le plus intéressant est celui où les modules A, B,C, 
..., L Sont premiers entre eux, alors M—ABC...L. 


4. On peut distribuer l’ensemble des nombres entiers en M classes, 
en considérant deux nombres comme appartenant à la même classe ou 
non, selon qu’ils sont congrus ou non suivant le module M. En prenant 
dans chaque classe un nombre, on obtient un groupe de M nombres, 
qu’on appelle un système complet de résidus. Un tel système jouit 
évidemment de la propriété qu’un nombre quelconque est congru à un 
et à un seul de ses nombres. Un nombre quelconque a pris dans une 
classe peut être considéré comme représentant la classe entière qui se 
compose des nombres a+ Mx,x—0,+1,+2,+38,.... On désigne 
ainsi souvent la classe par un quelconque des nombres qu'il renferme, 
et l’on peut ainsi remplacer un nombre par un nombre congru. 

Tous les nombres d’une classe ont le même p. g. c. d. avec le module 
M,et ce p.g. c. d. peut être un diviseur quelconque d de M. 

On peut, d’après cela, distribuer les classes en familles, en consi- 
dérant diverses classes comme appartenant à une même famille, si elles 
ont le même p. g. c. d. avec le module M. 

Combien de classes y a-t-il qui sont premières avec M? Il est clair 
qu’il y en a autant q'on trouve parmi les nombres 


FRANS RO ee. 


des nombres qui sont premiers avec M. Nous désignerons ce nombre 
par (M), en sorte que 


p(1)=1, p(2)=1, p(B)=2, p(4)=2, p(5)=4, 


Le nombre des classes qui ont avec M le p. g. c. d. d est évidemment 
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le même que celui des nombres du groupe (A) qui ont d pour p. g. c. d. 
avec M. Il faudra donc les chercher parmi les nombres 


 . a. 


Or, pour que (kd, M) = d, il faut et il suffit que & soit premier avec: 


Le nombre cherché indique donc combien, parmi les nombres 


H 48) .., 0 


à , F M ; M 
il y en a qui sont premiers avec +, c est-à-dire ce nombre est y a) 


Il y a ainsi ) classes qui ont d pour p. g. c d. avec M, le nombre 


total des classes étant M, on a 


Eo()=x 


d parcourant tous les diviseurs de M. Il est clair qu’on peut écrire cette 
relation plus simplement ainsi 


D ?(a)=. 


Il est facile de déduire de là la valeur de y (M). 


5. Supposons généralement que deux fonctions numériques f et F 
soient liées par la relation 


M éme, cuir Re > (0), 


d parcourant tous les diviseurs de M. Nous allons exprimer réciproque- 
ment la fonction fau moyen de F. 
Soit 


M=p"qlr...u? 


la décomposition de M en facteurs premiers. On obtient l'ensemble des 
diviseurs d de M en développant le produit 


1 1 


Mt Hate + (Hotte (Ent i) 
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et nous pouvons écrire d’une manière symbolique 


1 1 1 1 1 1 
M(14+2 ++ (+) fl + ++) 
On doit développer le produit du second membre et remplacer ensuite 
chaque terme d par f(d). En remplaçant M par M:p (donc a par a — 1), 
on aura 


ne 0. 1 1 1 1 1 \| 
—)= +, +++... +). (+4 +...+—)!: 
F()=r us + Het +) (+++) 
En retranchant, il vient, si l’on fait usage dans le premier membre de 


la même notation symbolique 


FH =r 





morte + 


M 1. : x 
En remplaçant M par F + retranchant, il vient ensuite 


pis 


En continuant ainsi, on obtient finalement 


af D(1-3} (3 ren 


c’est l'expression cherchée ; on peut l'écrire plus explicitement 


(2) . ra=ran— YF (5)+ pr-Er (+. 


“ 


=" (+++). (1 +itet à) 





D ARE : 





On rencontre souvent des fonctions numériques qui jouissent de la 
propriété 
D 0 SEE 
lorsque a et b sont premiers entre eux (voir Chap. I, n° 14). Il est clair 
qu’une telle fonction est parfaitement déterminée lorsqu'on connaît sa 
valeur pour les puissances des nombres premiers, mais ces valeurs-là 
peuvent être prises arbitrairement. 

On voit facilement que, si la fonction f qui figure dans la relation (1) 
jouit de cette propriété (3), on aura aussi, a et b étant premiers entre 


eux, 


a} Voie Luce ‘role ro x 
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et l’on reconnaît maintenant par les formules (2) ou (2’) que, récipro- 
quement, si deux fonctions f et F sont liées par la relation (1), et si 
la fonction F satisfait à la relation (4), la fonction f satisfera à la re- 
lation analogue (3). 

Le théorème, souvent utile, de ce numéro est dû à M. Dedekind 
(Journal de Crelle, t. 54, p. 21). On l'établit ordinairement par une 
simple vérification. En exprimant au second membre de (2') partout 
la fonction F par la fonction f, on constate qu’il ne reste que le terme 
f(M): tous les autres termes se détruisent. 


6. En revenant au cas particulier de la fonction (M), F(M =M, 


on trouve 
pa=M (1) GG). (1); 


pM)=pt-1qg8—1,..u—l(p—1)(g—1)...(u — 1). 


Ayant (ab) = y (a) p (b) lorsque a et b sont premiers entre eux, on 
peut remarquer que, a étant impair , on a, à cause de (2) = 1, 


p (2 à) = p (a). 
A l’exception de p(1)—=y(2)— 1, (a) est toujours pair. 


7. Dans la théorie des nombres, on se propose, sur les congruen- 
ces, des problèmes analogues à ceux qu’on traite en Aloèbre sur les 
équations. 

Ainsi on pose la question de trouver les nombres + qui satisfont à 
une congruence, telle que 

f(x) =0 (mod M), 
où le premier membre est un polynôme à coefficients entiers en x. 

Si l'on satisfait à cette congruence en faisant + — x,, &, est une racine 
de la congruence. Il est clair que tout nombre congru à x, suivant le 
module M satisfera alors aussi à la congruence, mais on a l'habitude 
de ne pas considérer comme différentes ces solutions. Aussi, si l’on dit 
qu'une congruence admet k racines, cela veut dire 4 racines incon- 
grues, ou encore, ce qui revient au même, l’ensemble des nombres 
qui satisfont à la congruence se répartit en 4 classes. Il est clair, 

II 19 
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d’après cela, qu’on obtient toutes les racines d’une congruence, en es- 
sayant successivement tous les nombres d’un système complet de ré- 
sidus, par exemple les nombres 
0, 1, 8: sem 

mais ce moyen devient impraticable dès que M est un peu grand. 
Si tous les coefficients du polynôme f(x) sont divisibles par M, la con- 
gruence est identique, un nombre quelconque y satisfait. La congruence 
est impossible évidemment lorsque tous les coefficients de f(x) sont 
divisibles par M, à l'exception du terme indépendant de x. 

Il est clair, du reste, qu’il est permis de remplacer un coefficient 
quelconque de f(x) par un nombre congru suivant le module M. 


8. Considérons la congruence du premier degré 
ax + b—=0 (mod M). 


Supposons d’abord a premier avec M. Pour voir si la congruence 
admet des racines, mettons pour æ successivement les valeurs 


AE EN 


ou, si l’on veut, M valeurs quelconques formant un système complet 
de résidus. Il est clair que les valeurs correspondantes de ax + b sont 
incongrues, car la relation 

ax+b—=ay+ pb 
exige qu'on ait ax —ay où encore x = y, puisque a est premier avec M. 

Les valeurs de ax + b forment donc également un système complet 
de résidus, et, parmi ces valeurs, il y en a donc une qui est congrue 
avec 0. La congruence proposée admet donc une racine. 

Supposons maintenant (&, M}—d. Dans ce cas, il est clair que b 
doit être divisible par d; dans le cas contraire, la congruence est im- 
possible évidemment. Admettant donc que b soit divisible par d, la 
condition imposée à x revient à celle-ci 


0 [mal | 


: a M : Un 
Puisque à et 4 sont premiers entre eux, nous savons qu’il existe une 


a b 
TRE | 
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‘ M à ‘ : 
seule racire par rapport au module + Soit x, cette racine, l’ensemble 


des valeurs de x qui satisfont à la question est comprise dans l’expres- 
sion 


M 
To + Y mOi ds che nous 


Mais il est clair que, suivant le module M, ces nombres se répartissent 
en d classes, car les d nombres 


M M M M 
Lo; % + g” Go +2) +3; .., %+(4—1T 


sont incongrus suivant le module M, mais un nombre quelconque 


Lo + — est congru, suivant le module M, avec un de ces d nombres. 


Théorème I. — La congruence 
ax + b—0 (mod M) 
est possible seulement lorsque b est divisible par d = (a, M). Si cette 


condition se trouve satisfaite, elle admet exactement 4 racines. 


On voit que cet énoncé renferme aussi le résultat particulier qui a 
lieu pour d = 1. 


9. Il nous reste à donner une méthode pour trouver effectivement, 
sans trop de peine, la racine de la congruence 


ax +b—=0 (mod M). 
Il est clair que nous pourrons nous borner au cas où a et M sont pre- 


miers entre eux, puisque le cas général se ramène immédiatement à 
ce cas particulier. Ensuite il suffira de considérer la congruence 


ax =] (mod M); 
car, la racine de cette congruence étant obtenue, il suffira évidemment 
de la multiplier par —b pour obtenir la racine de la congruence pro 
posée. Le problème revient donc à satisfaire à l'équation indéterminée 
ax—My=l. 
On développe en fraction continue le rapport M : « ou, ce qui revient 
au même, on applique à a et M l'algorithme d’Euclide. On peut alors 
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exprimer de proche en proche comme fonctions linéaires homogènes 
de a et M tous les restes obtenus et finalement le p. g. c. d. lui-même 
qui est 1. Comme ce mode de calcul est encore utile dans d’autres 
circonstances, nous allons l'expliquer avec détails. 


Supposons qu’on ait une suite de nombres N,N,, N,,... liés par les 
relations 
N  —a@N +N:, 
N, —æN+N;, 
D. Hem, SAN, 
(Nr: =0axNr + Nxt:, 





alors on peut exprimer successivement N par N, et N,, par N, et N:,..., 


N=aN; + N;, 
N—={(a a +1)N, + a, N3, 
N — (a, @ a3 + & + 3) N3 + (id + D N,, 


Introduisons un symbole 
L@is Mes .. Gxl, 
déterminé par les relations 


[a] =, La do] = 4 +1, 
[u.@,...,ax]—={[@; @o,...,@n_1]@x+-[@,@,...,ax-0], 


(2) . 
alors on aura généralement 
(8)... . N=[a,,@,..., ii +IG, M. 08 LR 
Il est clair qu'on aura aussi 


N;, = [@, a3, ..., Gx] Nx + [ao gs ee. Gk—1]Nxti, 
No — [az ..., ax] Nr + Las, ..., ax—1]Nx+:; 


et, si l’on substitue ces valeurs dans la première relation (1), on obtient 
une expression de N par N4 et N;+1 qui doit être identique avec (3). 
D'où l’on conclut 


(4). farm, ss means lie... il 


ce qui donne un nouveau moyen pour obtenir par récurrence la valeur 
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du symbole. A l’aide de ces relations (2) et (4), on démontrera facile- 
ment cette formule 
dl, tal los, ii is ml 
En joignant à l’équation (3) celle-ci 
| ÉORPEN N; —[ü, gp.) ax] Ne + La, Ags +.) ax—1] Ne+1, 
on a deux équations ; d'où l’on pourra tirer la valeur de N; en fonction 
de N et N,. Mais cette valeur s'obtient aussi directement, car on obtient 
de proche en proche 

+N=N—-aN,, 

— N;= a N —[a,, a]N;, 

+ Nil, a3]N —[a,, a, as] N;, 


Généralement, 
(7) . . —IDÉNZ=l@, 08, ..., 4u_1]N —[a,@,...,ax_1]N.. 
En comparant cette valeur de N; avec celle tirée de (3) et (6), on a 
(8) Las, @, …, ax] X TG, Ass vo Gr —1]—[@, do, …, @x 1] XTQo. dy, ax] —=(—1Y. 
Ce sont là les formules dont nous aurons besoin; nous en donnons 
encore quelques autres qui sont quelquefois utiles. On a 
Nx  —[ax+1, ax+,..., Gr] Neyi + [@x+1, ..., Ami 1]Nxtus, 
Net —{ax+e, ..., 4x+4i] Nxyi + Lax+e, ..., xt 1] Nepita. 
Substituant ces valeurs dans (3), on a l’expression de N par N:1, et 


Nx+141, expression qu’on peut obtenir aussi en remplaçant 4 par k +} 
dans la même formule. On trouve, par comparaison, 


Qi, Gil 
—=[a;, ds, ..., ax] X{[@x+1,...,ax+i] +[a, Up, 4x—1]X[ax+0,...,@rx+1]. 
Enfin nous ajouterons la relation suivante 
mi D... 0.50, 0,,..,41X 0, be... b]— 
—[m,...,0:0,,...,0] X[b,...,bs; &,...,c] = 
=(—1l})'{a,æ,...,a_1] X[@,c,...,0ce] 


qui, pour r—={—1, reproduit la formule (8) et, pour s—0, la for- 
mule (9). 
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10. Pour appliquer ces relations à la solution de l’équation 
ax—My=lil, 


on prendra N—M,N,—a. Comme ces nombres sont premiers entre 
eux, on finira par trouver N;—=1, N;+;1—0,de manière qu'on ait 


M —{a;, 0, se ax], 


a—[as, ..., ax], 
(— 1} —=[a,a3,..., 4x1] X M—[a,@,...,ax-1]X a. 
On peut donc prendre 
x—=(—1)#—1[a,æ,...,a@x_1], 
y=(—1}# 1m; e,. 2.5: 1] 


Si l’on fait le calcul de la manière ordinaire, le dernier quotient a, est 
au moins égal à 2, et l’on peut le remplacer par les deux quotients 
ax — 1 et 1, de manière que le nombre total des quotients est à VOIOnÉE 
pair ou impair. Il est à peine besoin de dire que 


Hilo 1 
__[a; Moses x] _ a se : 


Las, :, ,@x] — SE 





On voit sans peine que, &,, y, étant une solution particulière de 
ax —My—=l, 
la solution la plus générale sera renfermée dans les formules 
z—%o + Mt) 
y=Yy+at| 
Il est clair aussi que l'équation indéterminée 
ax +by—=c 
sera impossible si c n’est pas divisible par d = (a, b). Mais, si cette con- 


dition est satisfaite, il y a toujours une infinité de solutions. Soit x,, y, 
une solution particulière, la solution la plus générale sera 


2 = 794 06 


({—=0,+1,+2,...) 


É=0 + +82 
a 
en: 
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11. Nous allons considérer maintenant le problème suivant, qui se 
rencontre très souvent: 


Trouver tous les nombres x qui satisfont au système suivant de n 


congruences 
= a (mod A), x—=B (modB), æ=7y (modC), ..., æx—71 (mod L), 
Soit M le p. p. c. m. des modules A, B,C,..., L, il est clair que, si 


la valeur x = x, satisfait aux conditions, il en sera de même de toutes 
celles comprises dans la formule 


to + Mt En +i,E£5,.2 
Réciproquement, si l’on a deux solutions x, et x,, la différence x, — x, 


doit être divisible par M, puisqu'elle est divisible par A, par B,..., 
par L. Il résulte de là que, parmi les nombres 


SE DER CAT pee 


formant un système complet de résidus pour le module M, il y en aura 
tout au plus un qui satisfait aux conditions, et nous pouvons dire: 

Si le problème proposé admet des solutions, ces solutions seront 
toutes renfermées dans la formule 


x = 4 (mod M), 


où a est un nombre déterminé de la série 0,1,...,M—1. 

Mais, si aucun des nombres 0,1,..., M —1 ne satisfait au problème, 
on sera assuré que le problème est impossible et n'admet aucune so- 
lution. 

Supposons maintenant d’abord que A, B,C,...,L soient premiers 
entre eux, alors M—ABC...L. Si l’on divise maintenant chacun des 
nombres 

Pr 
par A, par B,..., par L, on obtiendra en tout M systèmes de résidus 


qui seront tous différents. Mais, d'autre part, on ne peut donner à a 
que A valeurs, à 8 B valeurs, etc., en sorte que le nombre total des 
systèmes de résidus possibles est M. 
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En divisant donc les nombres 
on, La. ns 
par A,B,C,...,L, on obtiendra effectivement tous les systèmes pos- 
sibles de résidus, et chaque système une seule fois. 


Théorème IT. — Les modules A,B,C,...,L étant premiers entre 
eux, le système des congruences 


æ—a (mod A), #8 (modB), des æ—=À (mod L) 
admet toujours des solutions, renfermées toutes dans la formule 
x—a (mod M), 
où 
M—ABC...L. 


12. Lorsque les modules A, B,C,...,L ne sont pas premiers entre 
eux, M est plus petit que le produit A BC...L. 

Or il y a toujours A,B,C,..., L systèmes de résidus possibles (si 
l’on prend a, 8, y,..., arbitrairement). Mais le problème ne sera pos- 
sible que si le système a, B, y, ..., 1 se trouve parmi les M systèmes de 
résidus qu’on obtient en divisant les nombres 


DOS NN 
par A,B,C,...,L. On voit donc que, dans ce cas, le problème ne 
sera pas possible toujours: il faudra, pour cela, que a, B,..., À satis- 


fassent à certaines conditions que nous énoncerons plus bas. Mais tou- 
jours, lorsque le problème est possible, la solution est donnée par une 


formule 
z=a (mod M). 


13. Revenons au cas où A,B,C,...,L sont premiers entre eux 
pour voir comment on obtiendra la solution x == (mod M). 
Puisqu’on doit avoir x = a (mod A), on posera 


æ—=a+AYy, 
et il viendra 
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La première congruence donnera 


y=Y+Bz, 
on substituera cette valeur dans les autres congruences, etc. 
On remplacera cette méthode souvent avec avantage par la suivante 
indiquée par Gauss. 


Déterminons d’abord les nombres auxiliaires a’, B',... 1 par les con- 
gruences 
ACDi.ibats (mod A), 
AOD: .. LP — (mod B), 
ABD...Ly = (mod C), 


alors on aura 


LABC...Ki1  (modM—ABC...L). 


On vérifie, en effet, immédiatement que cette valeur de x satisfait aux 
congruences proposées, et il est facile de s’apercevoir que cette mé- 
thode revient à résoudre la question successivement dans les cas par- 
ticuliers où l’un des résidus a, B,..., est 1 et où tous les autres sont 0. 
On compose ensuite la solution générale avec ces solutions particu- 
lières. Il est clair que cette méthode sera surtout avantageuse lorsqu'on 
aura à résoudre le même système pour diverses valeurs des résidus 
a,B,...,4, les modules A,B,...,L restant les mêmes. Les mêmes 
nombres a’, B',..., 4 servent alors pour les diverses solutions. 


14. Revenons maintenant au cas général où les modules A, B,...,L 
ne sont pas premiers entre eux, On peut d’abord poser comme tout à 
l'heure 

æ— a + À y, 
et la seconde congruence deviendra 


Ay=B—a  (modB). 
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Il faudra donc que £ — a soit divisible par (A, B)— d. Si cette condition 
n’est pas satisfaite, le système n’admet aucune solution. Mais, si elle 
est satisfaite, on aura 


B 
Y=Y+ at ((=0,+1,+2,...) 
et, par conséquent, 
z=a+AY% (mod $e) 


et cette congruence remplace maintenant les deux premières x — a 





(mod A), x—B (mod B) On remarquera que le module — est bien le 


p, p.c..m.de A'etB. 
On pourra combiner maintenant la congruence 
x—=a+AY% (mod +) 
avec la troisième 
X= y (mod C), 
et ainsi de suite. Il est clair qu’on arrivera de cette façon toujours, soit 
à s'assurer que le problème est impossible, soit à trouver la solution 
sous Ja forme 
x—=a (mod M) 
si elle existe. 

Cette méthode, toutefois, a l'inconvénient de ne faire souvent con- 
naître l'impossibilité du problème qu'après de longs calculs qui ont été 
inutiles alors On ne peut remédier à cet inconvénient qu'en donnant 
le moyen de reconnaître a priori la possibilité ou l'impossibilité du 
problème. C’est là l’objet du théorème suivant: 


Théorème III. — Pour que le système des congruences 
æ—a (mod A), — ff (modB), Vs x==À (modL) 
admette des solutions, il faut et il suffit que les différences 
ad—p, a—7y, B—7y, ..., x —À 
soient divisibles respectivement par 
(A,B), (A,0), AB, Obs 
Que ces conditions sont nécessaires, cela est clair d’après ce qui 


\ 
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précède. Pour montrer qu’elles sont suffisantes, nous supposerons que 
la proposition est exacte dans le cas de n — 1 congruences, et ferons 
voir qu'elle est alors exacte aussi dans le cas de n congruences. Puis- 
qu'on sait que, dans le cas n —2, le théorème est vrai, il sera ainsi 
démontré généralement. 

En effet, la proposition étant vraie pour n — 1 congruences, on 
pourra remplacer les n — 1 premières congruences par celle-ci 


T = (mod M’) 

et le système complet par 
vue senrsrous sui : LIN0û N°), æz—=À (mod L). 
Ici M=|A,B,C,...,K|. Or, d'après notre hypothèse, 

RD PO 0 Pop 
sont divisibles par 

ŒiAe -g Bi ss. Li, K) 
respectivement, et il est clair que 

a—t, Bt, ..., 4 —t 
sont divisibles par A,B,C,...,K respectivement, donc aussi par 
(L, A), (L, B), ..., (L, K) respectivement. On voit par là que la différence 
1—t 

est divisible par (L, A), par (L, B),..., par (L, K)et, par conséquent, 


aussi par le p. p. c. m. de ces nombres qui est (L, M’) (Chap. I, n° 11). 
Mais cette divisibilité de 2 — + par (L, M’) est précisément la condition 
nécessaire et suffisante pour que les congruences (1) et par là aussi les 
congruences proposées admettent une solution. 

On peut démontrer ce théorème aussi en faisant voir qu’il y a exac- 


tement M systèmes de résidus a, B,...,1 qui satisfont aux conditions 
exigées, 
15. On peut réduire le cas général au cas où A, B,..., L sont pre- 


miers entre eux. Pour cela, mettons le p. p. c. m M des modules sous 
la forme 

HA B'C'..4, 
où À’, B’, C’,..., L' sont premiers entre eux et divisent respectivement 
A,B,C,...,L (Chap. I, n° 18, 19). 
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Il est clair que les solutions du problème proposé satisferont aussi 
aux congruences 


æ—a (mod A’), —# (mod B/), Ses æ—=À (mod L’), 


mais ce dernier système admet, nous le savons, toujours des solutions 
renfermées dans la formule 


t=à (mod M). 


Si donc on s’est assuré préalablement que le problème proposé admet 

des solutions, ces solutions sont encore renfermées dans la formule 

précédente. Mais, si l’on ne savait pas si oui ou non le système proposé 

admet des solutions, cette valeur x = a (mod M) pourrait ne pas satis- 

faire aux conditions imposées, qui seraient alors incompatibles. 
Considérons, par exemple, le système 


x—= 81 (mod 72 — 2,82), 
— 22 (mod 105 = 8.5.7), 
xæ—= 50 (mod - 77 = 7.11), 
x = 337 (mod 399 — 3.7.19). 
OnaiciM—2.%.5.7.11.19 — 526680 et A BCD : M — 441. Donc, 
si les résidus 31, 22, 50, 337 avaient été pris au hasard, il n’y aurait 
qu'une chance sur 441 que le problème soit possible. Il convient donc 
de s’assurer d’abord si le problème est possible ou non. Or, les nombres 


9, 19, 306, 28, 315, 287 
étant divisibles respectivement par 
ds 4 ET, 
le problème est possible. La décomposition de M 
M = 72 X 35 X 11 X 19 


permet maintenant de remplacer les congruences données par celles-ci 


x—= 81 (mod 72), 
x—= 22 (mod 35), 
xæ= 50—= 6 (modl1il), 
x—337—14 (mod 19). 
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En appliquant maintenant la méthode de Gauss, les nombres auxi 
liaires a’, B/, y’, 9’ se déterminent par les congruences 


85.11.19a = 43a’=1 (mod 72), 


72.11.198"—— 2p/—= (mod 35), 
72.35.19y/— 8y—=1  (modil), 
72.835.119 =— d = (mod 19), 
d'où | 
a = —D6, P'=S IT, Y=#, d = —1, 
et, finalement, 
x=— 65.85.11.19.31 


4 17.72.11.19.22 (mod 526 680), 
+ 7.72.85.19. 6 
te em DS. 11, 14 


x — 323527 (mod 526 680). 


16. Soient 


a, ue 


les y (a) nombres premiers avec a et ne surpassant pas à, 

B;, B?, »e 
les æ (b) nombres premiers avec b et ne dépassant pas b, 

Ys Vs Ÿ 
les  (œb) nombres premiers avec ab et ne surpassant pas &b. Il est clair 
que tout nombre y est aussi premier avec a et avec b, et sera par con- 
séquent congru avec un des nombres a suivant le module a, et congru 
avec un des nombres £ suivant le module b. Mais, si nous supposons 
maintenant a et b premiers entre eux, nous savons aussi qu’en prenant 
arbitrairement un des nombres a et un des nombres £, il y a toujours 
au-dessous de ab un nombre et un seul qui leur sera congru suivant 
les modules a et b, respectivement ; et ce nombre, étant premier avec a 
et avec b, sera premier avec ab et figurera donc parmi les nombres ?. 
Ensuite deux nombres y, y’ donnant toujours deux systèmes de résidus 
différents, on conclut ; 


œ (ab) = y (a) y (b). 
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C’est la relation que nous avons déjà rencontrée (n° 6) et qui conduit 
immédiatement à la détermination de la fonction , car on voit facile- 
ment que 


a—1 


p(2*)=2 — p 


17. Considérons maintenant une congruence quelconque 
(1)... . + FO RR, 
et supposons | 
M=ABC...L, 


les facteurs A, B,C,...,L étant premiers entre eux. 

Il est clair que chaque racine de la congruence (1) satisfera aussi 
aux congruences 
(mod A), 


0 
@) f(x) =0 (mod B), 


Donc, si une de ces dernières congruences n’admet pas de racines, 
il en est de même de la congruence (1). 

Soient a une racine de f(x) =0 (mod A), 8 une racine de f(x) = 
(mod B), etc., enfin À une racine de f(x) =0 (mod L). 

Alors on saura trouver toujours un nombre t, satisfaisant aux con- 
gruences 


t=—= 1 (mod L), 
et ce nombre t est parfaitement déterminé aux multiples de M près. 
Mais il est clair qu'on aura 
f(=0 (mod A), ft)=0 (modB), ..., f(=0 (modL), 
donc aussi f(t) = 0 (mod M). 
On conclut de là que le nombre des solutions de la congruence (1) 
est égal au produit des nombres des solutions des congruences (2). 


On peut évidemment prendre, pour A, B,..:, L des puissances de 
nombres premiers. 
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18. On comprend bien, d’après ce qui précède, que dans la théorie 
des congruences de degré supérieur, on s’est surtout occupé des cas 
où le module est un nombre premier ou une puissance de nombre pre- 
mier. On ne connaît presque aucun théorème général sur les congruen- 
ces par rapport à un module composé. 

Ici, où il s’agit seulement de donner les premiers éléments d’une 
théorie que nous devons développer plus tard, nous nous bornerons 
à considérer le cas d’un module premier. Lagrange a obtenu dans ce 
cas quelques propositions très simples, mais fondamentales. 

Considérons donc la congruence 


f(x) = 0 (mod p), 


p étant un nombre premier. Le degré n de cette congruence est le 
degré de la plus haute puissance de x qui figure dans f(x), avec un 
coefficient non divisible par p. Du reste, il n’y aurait aucun inconvé- 
nient à supposer ce coefficient égal à 1, car, s'il est a, on pourra tou- 
jours multiplier la congruence par un nombre b tel que ab — 1 (mod p) 
La congruence obtenue est évidemment équivalente à la congruence 
proposée. 

Soit maintenant x — a une racine de la congruence. En divisant 
f(x) par x — a, on aura 


f(x) = (x — a) fi (à) + f(0), 


f(x) étant un polynôme du degré n — 1 à coefficients entiers. 
La congruence donnée peut donc s’écrire 


(x — a) f (x) + f(a)—( (mod p), 
ou bien, puisque par hypothèse (a) est divisible par p, 
(x — a)f, (x) = 0 (mod p). 


Si la congruence proposée admet encore d'autres racines 8,7,..., 
on doit avoir 
(B— a)f, (8) =0, 
(y — a) f(y)=0, 


donc f, (8)=0, f(7}=0, etc., puisque, par hypothèse, f—a, y —a 
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ne sont pas divisibles par p. On voit donc que ces racines £, y, ... 
sont aussi racines de la congruence 


qui est du degré n — 1. 

La congruence du premier degré admet toujours une racine: on 
peut donc conclure qu'une congruence du second degré admet tout au 
plus 2 racines, une congruence du troisième degré tout au plus 3 ra- 
cines ; généralement on peut énoncer le 


Théorème IV. — Une congruence de degré n par rapport à un 
module premier admet tout au plus n racines. 


Et nous pouvons ajouter encore: 


Théorème V. — Les racines de la congruence de degré n 
f(x) =0 (modp) 
étant a,B,7,...,A4, on a identiquement 


f@)=(xc—a)(x—B)...(æ—2f(x)  (modp), 
f, (@) étant un polynôme en x tel que la congruence 
| f(x) —0 (mod p) 
n’admet aucune racine. 
On en déduit encore facilement le 
Théorème VI. — Si la congruence de degré n 
f(æ)=0  (modp) 
admet n racines et qu’on a 
f(x) =f (@)f2(&@) (mod p), 
alors les congruences 


f(@)=0, f(&)—0 (modp) 
des degrés n, et n,,(n, tn, — n) admettront respectivement », et »% 
racines. 


19. Pour donner, dès à présent, un exemple de la fécondité de ces 
principes, considérons avec Lagrange le polynôme 


(1) xt +1)(x+2)...(x+p—1)=xr +A,xr-lH+ A, +... HA, 1x. 
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En changeant x en x + 1, on aura aussi 
@+1)(& +2)... +2») = 
= (a+ 1) A (@ +1) + A (m1). An (x +1) 
Or, il est clair que ces deux polynômes sont congrus entre eux, sui- 


vant le module », que nous supposerons premier car leur différence 
est 


p(z+1)(x+2)...(x+p—1). 
En écrivant donc que les coefficients des mêmes puissances de x 
sont congrus (mod p), on a 


A=1+A;  (modp), 





is Bipam A; + A, 





arr ee pin pers +, 





1.2.3 
__p(p—1)..:8.2  (p—1)...2 2 
7 12. D ie ur AT QUE GE met Me mr 
0=1+ A+ A+... + An _o + As. 
p p(r—1 





On remarque ici que les coefficients du binôme PRE 


p(p— 1)...8. 
FRA QE TRES L 

ger. + seconde congruence montre alors que A, =0 mod p, ensuite la 

troisième que A, = 0 mod p, etc., jusqu’à l’avant-dernière, qui montre 


que A,-2—=0. Donc 
(2) . . . . A, =A=A;=...—Anr 2=0 (mod p) 





sont tous des entiers divisibles par p : on peut les négli- 


et la dernière congruence donne ensuite 
OR à: -. Moi ti=0 (mod p). 
Si l’on se rappelle la signification de A,-:, on a le 


Théorème de Wilson, p étant un nombre premier, 
Dan, (51h 


est toujours divisible par p. 
IL 20 
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Ensuite nous avons d’après (1), (2) et (3) la congruence identique 
x(x+1l)@+2)...(x+p—1)=2xr—x (mod p). 

Mais, parmi les p nombres consécutifs x, æ+1,...,xæ+p—1, il 

y en a toujours un divisible par p; donc 
XP — % 

est toujours divisible par p. En supposant = a non divisible par p, 
on a le 

Théorème de Fermat, a étant un nombre entier non divisible 
par le nombre premier p, 


aP—1l—1 
est toujours divisible par p. 


Autrement, la congruence x? -1— 1—0 (mod p) admet les p — 1 
racines 1,2,3,...,p—1. 

Le théorème de Fermat est un des théorèmes les plus importants 
de la théorie des nombres; nous le retrouverons dans le Chapitre IV, 
où nous traiterons particulièrement des résidus des puissances et de la 
théorie des congruences binômes. 


20. Les systèmes de plusieurs congruences du premier degré à plu- 
sieurs inconnues se présentent maintenant naturellement à notre at- 
tention, mais nous consacrerons à ce sujet important le Chapitre III 
tout entier. Ici nous nous bornerons à traiter une question élémentaire 
et dont on a souvent besoin. La théorie des équations indéterminées 
est liée évidemment très étroitement à la théorie des congruences; 
nous discuterons ici l'équation indéterminée 


A)... . at Halo + d3%g+... +An+1ln+1i =, 

A A5. An +1 Et u Étant des nombres donnés, x, %,..., Œn+1 étant 
des inconnues qui doivent avoir des valeurs entières Il est clair d’abord 
que « doit être divisible par le p. g. c. d. 


d=(4;, @e;...n41) 
des coefficients &,, &,..., än+1 
Mais, pour que d ait une valeur déterminée, il faut supposer que 
les coefficients a,,4@,...,4n4+1 ne soient pas tous nuls. Ce sera là la 
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seule restriction à laquelle nous soumettons les données du problème. 
Maintenant, si w est divisible par d, le problème admet toujours des 
solutions. Cette proposition est vraie dans le cas n —1, et il est très 
facile, en partant de là, et à l’aide d’une induction, de montrer qu’elle 
est vraie généralement. | 

Mais nous suivrons une autre voie qui nous donnera en même temps 
toutes les solutions du problème. Mais ici une explication est néces- 
saire, si les valeurs 


2, =Ùù, Lo = Vo, ans Ln+1—=0n+1;, 
satisfont à la relation (1); de même que les valeurs 
XL —= Ci; Lo = Co), us: Ln+1—= Cn+1; 


ces deux solutions seront considérées comme distinctes si les diffé- 
rences 
br — Cr, RS; nn +1 
ne sont pas toutes nulles. Il importe de bien observer cette convention; 
ainsi, même dans le cas où a, 1 —0, les solutions 
% = b,, La = by, os Zn = DÙn;, Tn+1—=0Ün+1 
et 
Z =, < AE, Ve Ban Lan —=Ùn;, Ln+1=0nt1 + 
seront considérées comme distinctes, tant que 4 n’est pas nul. 
Les coefficients à, &,...,@än+1 n'étant pas tous nuls, on supposera 
que a, n’est pas nul. On pourra déterminer alors deux nombres a et y 
satisfaisant à la condition 


aa + %9 y —=(4;, 0) , 
et ces nombres seront premiers entre eux, en sorte qu’on pourra en- 
suite déterminer deux nombres £ et à par la condition 


ad— By=l1. 
On pourra prendre du reste 8 — — a, :(a,, 42), à = + a, :(a;, @); c'est 
là une remarque dont nous profiterons tout à l’heure. 


Posons 


æ, = am + B x TP ja = Xi — 1%, 
Lo = y 1 + 0% l=—yx +ax, 
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l'équation (1) deviendra 


(2) . . (a do) 2 + Do 2 + A3 Lg Æ Aa La +... + Anti Ln+1 = U 


Il est clair que ces équations (1) et (2) sont équivalentes en ce sens, 
que si l’une des équations est impossible, l’autre le sera; et que, si 
l’on connaît une solution de l’une de ces équations, on en déduira une 
solution de l’autre. À deux solutions distinctes d’une de ces équations 
correspondent toujours deux solutions également distinctes de l'autre. 

Remplaçons maintenant de la même manière les inconnues x et x; 
dans (2) par deux nouvelles inconnues x; et x;. en posant 


(@, da) à + A3 ÿ1 = (13 As A3); 
dd — Bi —=1, 
di = Ai + Pas, a = À 21 — Pts, 
Ds YA + DT, A —= — pit + 148, 


on obtiendra une transformée encore équivalente à (2) et à (1) 
(3) . (ai, @, as) x1 + bad + Da 28 + Qata +... Lanti%n+1i=U. 


On peut continuer ainsi, en opérant maintenant sur x et x, etc. 
Après n transformations, on aura la transformée équivalente que 
voici 


(4) (@,02,..., an+1) &Ÿ° + bob + bah + bah +... + bnp nt =, 
et l’on obtient les expressions de x,,...,%4+1 au moyen de substitu- 
tions successives sous la forme 

a = A1 2° HE ooab Æ as 28 Æ da +. Æ Gint1 Tn+1, 

%2 = Az aŸ” + @2,2 X2 + Q2,3 T3 + Q2,4 æ4 +... + A2,n +1 Ln +1 , 


6) xs = Às a” Æ as, 24 + ass 2 +... Hasnt1dh+1, 
ta = A4 a” + ua 24 +... + danti Th+1; 
Be pt re € de MIS 2,4 NOUS 44 PEN En 0 f 

En +1 = An 41D + An+in+1ln+1. 


Ces formules donneront toutes les solutions du problème, si l’on 
prend pour 2%, x, ,...,2/,,, toutes les solutions de (4). Mais on re- 
marque que, si l’on prend pour £ et à les valeurs que nous avons 
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indiquées plus haut, on a b, —0. En appliquant donc toujours le même 
procédé, on aura aussi 
els... shui 0 
Mais alors les solutions de (4) sont en évidence; il faut évidemment 
que x soit divisible par d, et l’on obtient toutes les solutions de (4) en 
prenant 4{° —u:d, et en donnant à | 


22, AB3 ...,  An+1 
toutes les valeurs de — à + ». 
Théorème VII. — On obtient toutes les solutions de l’équation in- 
déterminée (1), et chaque solution, une seule fois, en posant {= u : d 


dans les formules (5) et en faisant parcourir à x, ..., x,,, toutes les 


valeurs entières de — oo à + . 


On voit sans difficulté qu’en procédant comme nous l’avons indiqué, 
les coefficients 42,2, 43,3, An11n4+1 Ont les valeurs suivantes: 
2,2 — Où : (1, Qz), 
3,3 — (&1, @) : (a, @2, as), 


An+i,n+1 = (@, d2,..., din) : (1, A2, ..., An +1). 


21. Cette solution donne lieu à quelques remarques utiles. Il est 
clair qu’en ajoutant les équations (5) après les avoir multipliées par 











As A5... An+1 les coefficients de x, x,,...,x,,,, s’annulent. On a 
ainsi des relations homogènes entre 4,, 4,,...,an+1, qui déterminent 
les rapports de ces quantités. En supposant 

X, Xo X3 …. Xe +1 

Qn,2 2,2 0 à 0 . DURE 

D— di,3 02,3 d3,3 …. 0 J=MX; +MXo+... + MitiXnes, 
Uin+1 n+1 sn+1 +: An+in+1 
on aura 
RAR... =hM:h:'h,:...:: ha: 


Mais il est clair qu’on a 


Mi = a, X 43,3 X …. X An+in+1=:d; 
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donc, généralement, 
M =0z:d, RæmEt,8, RTE 


En multipliant donc, par exemple, la dernière ligne horizontale du 
déterminant D par d, on obtient un déterminant dont les mineurs ont 
les valeurs a,, &,..., än +1. On voit par là que l’on peut toujours déter- 
miner n lignes de n + 1 nombres entiers telles qu’en ajoutant une 
(n + 1)ème ligne et formant le déterminant, les coefficients multipliés 
dans ce déterminant par les différents termes de la (n + 1)è"° ligne, 
soient des nombres donnés. 

C’est là une proposition donnée par M. Hermite (Journal de Crelle, 
t. 40, p. 264), qui en a fait une application très importante. 


22. En cherchant l'expression de x”, &,..., 44 ;1 comme fonctions 
linéaires de x,,%,..., 4n+1, On trouve d’abord, à cause de b, = b; = 
. — Dh + 1 = 0. 


(@, do) Xi = GX + Lo, 


(@, do, d3) 2 = di Gi + Go Lo + A3 L3) 


(a, @,..., 4n43) 21 = di + Go Lo +... + An +1 %n +1, 


L 
et ensuite on reconnaît que les expressions cherchées se présentent 
sous la forme 


DT = (Qi Li + Qo Lo +... + ani Mn +1): d, 
T2 = 09,1 T1 + G2,2 La, 
Ts = a8,1 Li + a3,9 Lo + a5,8 Xs, 


Ln +1 = An +1,10 + An 41,2% +... + anyint1An+i 


Le déterminant des fonctions linéaires au second membre est évi- 
demment — 1, comme cela a lieu pour les équations (5), car les déter- 
minants des deux systèmes sont réciproques et en même temps des 
nombres entiers. Ces déterminants sont donc, tous les deux, soit — + 1, 
soit —— 1, mais il est facile de voir que c’est la première valeur qui 
a lieu. 
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On voit donc que, étant donnés les nombres entiers 
UN 7. it, 
on pourra trouver toujours » lignes de n + 1 nombres entiers, telles 
qu’en les ajoutant à la ligne donnée, on obtient un déterminant égal 
au p. g. c. d. de 4,,@,..., An+1. 

C'est là un résultat dont on a souvent besoin. La question a été 
posée et résolue par M. Hermite (Journal de Mathématiques appli- 
quées, t XIV, 1849). Nous verrons, dans le Chapitre III, qu'il est ex- 
trêmement facile de déduire d’une solution particulière de ce problème 
toutes les solutions possibles. 


23. Il convient de considérer plus particulièrement le cas w — 0. 


di Ti + A9 Lo + Ag O3 + ++ + On +1 En +1 = 0. 


Si l’on a m solutions de cette équation 


ki ka is ... kKin+1 (Ki) 
ka1 Ke2 Kes ... Kan+1 (Ko) 
Km L Km, 2 Km, 3 ss... Em,n +1 (K») 


1 


nous dirons que ces solutions sont indépendantes, lorsque les déter- 
minants de degré m dont les éléments sont puisés dans cette matrice 
(et que nous appellerons les déterminants de ces solutions) ne sont pas 
tous nuls. Il est clair qu’un système de solutions indépendantes se 
composera tout au plus de n solutions, car, les nombres a,,@, .…., än +1 
n'étant pas tous nuls, le déterminant de n + 1 solutions est toujours 
nul. On peut représenter une solution par un simple symbole (K,;) qui 
représente ainsi n + 1 nombres entiers, pris dans un ordre déterminé. 

On peut déduire des solutions (K;), (K:2),..., (Km) une nouvelle so- 
lution 

(Rd + Ko to +... + Km fm); 

dont les éléments sont 


ki,rt1 + ko,r to + karts +... + kmrtm  (r=1,2,...,n +1). 


Nous dirons qu’un système de solutions (K;), (K:), ..., (Km) forme 
un système fondamental de solutions, dans le cas où l’on obtient toutes 
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les solutions de l'équation proposée, et chaque solution, une seule fois, 
en donnant à /,,/,,...,/!… toutes les valeurs entières de — et + 
dans l'expression 
(KE A ER 
L'existence de ces systèmes fondamentaux ne fait pas de doute: 


nous avons obtenu déjà (théorème VIT) un système fondamental com- 
posé de n solutions. 


Théorème VIII. — Un système fondamental de solutions se compose 
nécessairement de n solutions indépendantes. 


D'abord, les solutions qui composent un système fondamental (K,, 
K:,..., Km) Sont nécessairement indépendantes. En effet, dans le cas 
contraire, on sait qu’il existe une relation identique 


(K, u + Ko Uo +... + Km Um) = 0, 
les u,, 42, ..., um n'étant pas tous nuls. On obtiendrait donc la solution 
LES ARC PE EE: À 
non seulement en prenant 
h=h=:.=h 0, 
mais encore en prenant 
h=%, Lo = Vo res ln = Um, 
ce qui est contraire à la définition d’un système fondamental. 

Et en second lieu, on a nécessairement m—n. En effet, la suppo- 
sition de m<n est inadmissible, car il en résulterait que m + 1 so- 
lutions quelconques ne pourraient jamais être indépendantes. Or, le 
système fondamental que nous avons obtenu se compose effectivement 
de n solutions indépendantes, dont les déterminants (d’après le n° 21) 
sont a: d(k=1,2,...,n<+ 1). 


24. On s'assure facilement que n solutions indépendantes quelcon- 
ques (K;), (K:),...,(K,;) ne forment pas toujours un système fondamental 
de solutions Car si l’on cherche à représenter une solution quelconque 
par 

Ki +Ko/ +... +Kutn), 
on trouve bien toujours des valeurs déterminées pour #,,4,...,{n, mais 
ces valeurs seront en général fractionnaires. 
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Théorème IX. — Un système de n solutions indépendantes, tel que 
le plus grand commun diviseur de ses déterminants 


M, , M, …., M, + 1 
est — 1, forme un système fondamental de solutions. 


En effet, si l’on cherche à représenter par 
P P 


(Ki 1 + Koh +... +Kn/n) 
une solution quelconque b,, b,,...,b, +1, on obtient, pour déterminer 
lirl25-..,ln, Un système de x + 1 équations linéaires, mais ces équa- 
tions sont compatibles à cause de la relation 


A0 + A2 09 +... + an+1 0n +1 = 0. 

On peut donc, pour déterminer les inconnues, faire abstraction d’une 
quelconque de ces équations, et l’on obtient ainsi » + 1 systèmes de n 
équations dont les déterminants sont M,,M,,...,M,+1 La valeur de 
tx se présentera donc sous la forme 

hi — en PR ee AE 
"ARTE PURE My +1 


Pis Pas. , Pn+1 Étant des nombres entiers. Mais, si la valeur fraction- 





. . , . T . o 
naire irréductible de tx est—, 8 divisera M,,M,,...,M,:1. On a donc 


s— 1, c’est à-dire {4 a une valeur entière et les solutions indépendantes 
(K;, K:,...,K,) forment un système fondamental, ce qu’il fallait dé- 
montrer. Il est clair que les déterminants de » solutions indépendantes 
sont proportionnels à a, a,...,an+1 (voir n°. 21). 


Théorème X. — Les déterminants d’un système fondamental de 

solutions sont, abstraction faite des signes, 
MO Mid... Gi 

Désignons par (A), (A:),..., (A) le système fondamental particulier 
que nous avons obtenu et dont les déterminants sont 04: d(k— 1, 2, …, 
n +1). Alors Œ), (K:),...,(K:) étant un autre système fondamental, 
on aura | 
(a Ki + ao Ko +... + an Kn) = (As), 
(Bi K; + Po Ko +. des LE 


HT RSR NOÉ che on, dd Gé es OR DS DS D OS Du Ah ta CA Qu 


A Ki + Ko +. sh 2 sp 
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On voit par là qu'un déterminant quelconque a: d, du système fon- 
damental (A,), (A2), ..., (A,) est égal au déterminant correspondant du 
système fondamental (K.), (K;), (K;) multiplié par 


do {On 
A Re. 
2.4 2-8 


On a donc nécessairement A = + 1. 

La liaison des divers systèmes fondamentaux est évidente. On voit 
que chaque système fondamental fournit une solution du problème que 
nous avons considéré dans le n° 21. 


25. La méthode la plus simple pour obtenir un système fondamental 
de solutions se fonde sur la remarque suivante. 
Supposons que l’un des coeffcients a,, &,..., an+1 soit égal à 


d=(a,,@,..:) An+1)) 
par exemple a,+:1—d. Alors il est clair que, pour avoir toutes les 
solutions de l'équation indeterminée 


A1 % + 9 Lo +... + On Æn + An +1 Æn +1 = 0. 
il suffit de donner à x,, x,, ..., x, des valeurs entières quelconques et 
à 2%n +1 la valeur (entière aussi) qui en est une conséquence. On a donc, 
dans ce cas, immédiatement un système fondamental de solutions cor- 
respondant à la solution générale 





Gt HGoto+eÆontn 
d 


% =; Lo =, ..., Tn = ln) Tn +1 —= 


Si le cas particulier que nous avons considéré ne se présente pas, 
soit a, le coefficient non nul, dont la valeur absolue est la plus petite. 
En posant 

dy = ki Ai + bo, A3 = ko Ai + ba ….) An +1 = En A + bn+1, 
D = Li + ki Lo + ko %g +. + An An, 
on aura une équation transformée 
CEA + Do Lo + ds dy +. …. Le Dbn+1%Xn+1= 0. 


Par un choix convenable de 4,, 4, .…, on peut faire en sorte que le 
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plus petit coefficient de l'équation transformée soit moindre que a, ou 
même ne surpasse pas + a. En continuant ainsi, on tombe finalement 
sur une équation dont un des coefficients est d et dont on peut écrire 
immédiatement un système fondamental de solutions auquel corres- 
pondra un système fondamental de solutions de l'équation proposée. 
Cette méthode, qui s'applique également à l'équation 
Qi Li + do Lo +... + An+1An+1 =, 

se trouve dans un Mémoire posthume d’Euler. Jacobi l’a rappelée à 
l'attention des géomètres dans un Mémoire également posthume (Jour- 
nal de Crelle, t. 69, p. 21). 


26. Les nombres a, b,c,...,l étant premiers entre eux et 


m=abc...l, 


HU m m m 
nous savons que le plus grand commun diviseur des nombres PR 


est — 1. N étant un nombre quelconque, on pourra donc toujours sa- 
tisfaire à l'équation 


m m m 
N=ar+hr+...+h 
c’est-à-dire on aura 


N__æa h 
Sn vi 


N , 
Abc... Peut se mettre d'une 


On verra facilement que la fraction pga 


2 . >: 2 Eu . 72 
E l Le NE. l ? 


E étant un entier positif ou négatif et 
0£a, < à, 0< b, < b, 0<bh< 


La solution de l’équation indéterminée ax — My—=1 a été donnée 
en Europe, pour la première fois, par Bachet de Méziriac (Problèmes 
plaisants. et délectables, qui se font par les nombres. 2 édition; 1624. 
5° édition, par Labosne ; 1884). Les anciens géomètres hindous, Bhas- 
cara et Brahmagupta connaissaient aussi déjà la solution de ce problème. 

Le problème du n° 11 se trouve traité complètement dans d'anciens 
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Livres d'Arithmétique chinois. On y trouve non seulement la méthode 
de Gauss (n°13), mais aussi la réduction du cas général au cas où les 
modules sont premiers entre eux (n° 15). On peut voir sur cette question 

Biernatzki, Journal de Crelle, t. 52. 

J. Bertrand, Journal des Savants, 1869. 

Matthiessen, Journal de Crelle, t. 91. 

La fonction (M) a été considérée pour la première fois par Euler. 
Les Mémoires d'Euler sur l’Arithmétique ont été réunis en deux vo- 
lumes (Leonhardi Euleri Commentationes arithmeticæ collectæ. Petro- 
poli, 1849). Nous citerons toujours cette édition; la fonction y se 
rencontre dans le Mémoire Theoremata arithmetica novo methodo 
demonstrata, 1759 (tome I, p.274). La démonstration d’Euler est repro- 
duite dans le tome II de l’Algèbre de Serret. Le théorème =(d) = 
est dû à Gauss (Disquisitiones arithmeticæ, 1801, art. 39; tome I des 
Œuvres complètes). 

Les théorèmes de Lagrange sur les congruences se trouvent dans le 
Mémoire: Nouvelle méthode pour résoudre les problèmes indéterminés 
en nombres entiers ((Euvres, t. II) et la démonstration des théorèmes 
de Fermat et de Wilson, Œuvres, t III, p. 425. 

La considération d’un système Piel de solutions d’une ou de 
plusieurs équations indéterminées est due à M H.-]. Stephen Smith 
(Philosophical Transactions of the Royal Society for the year 1861; 
vol. 151). 

Nous indiquerons ici les principaux Ouvrages d’un caractère général 
sur la théorie des nombres: 

Gauss, Disquisitiones arithmeticæ (Œuvres, t. 1). Il y a une traduc- 
tion française par Poullet-Delisle. 

Legendre, Théorie des nombres 3 édition. 

Smith, Report on the theory of Numbers (British Association for 
the advancement of Science, 1859, 1860, 1861, 1862, 1863, 1865). 

C’est un résumé extrêmement important sur toutes les parties de la 
théorie des nombres auquel nous aurons à emprunter beaucoup de choses. 

Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben 
von R. Dedekind. Dritte Auflage, 1879. 

Serret, Traité d’Algèbre, 5° édition, t. Il. 
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CHAPITRE III. 


ÉQUATIONS LINÉAIRES INDÉTERMINÉES , SYSTÈMES DE CONGRUENCES 


LINÉAIRES. 


1. Considérons le système des congruences 
ii Li + Gi, Lo +... + Ain En = Vi (mod M). 

Soit A — | «| le déterminant formé avec les coefficients des incon- 
nues, puis «4 le coefficient de a;; dans A. On obtient immédiatement 
At%=w a, i + U2 Q9,i + +. + Un An, i (mod M). 

Supposons que A soit premier avec le module M, alors cette dernière 
relation détermine une valeur unique de x; par rapport au module M; 
et ensuite il est facile de voir que les valeurs de x,,%,,...,2, ainsi 
obtenues satisfont bien aux conditions proposées. En effet, on trouve 

A (ii Haies te +...+ Gin ©n) = AU: (mod M) 
et, puisque A est premier avec M, on peut diviser par A. 

Le système des congruences admet donc une solution unique dans 
le cas particulier que nous considérons. On peut ajouter que les valeurs 
de x,,%,...,2, satisfont encore à la relation 

An+1,101 + An+1,2%2 +... + AntinEn — Un+1 (mod M) 
si l'on a 








Q,1 es Ai,n U1 

—0 (mod M). 
An,1 "0e An,n Un 
An+1,1 +. Antin Un+1 


En effet, il est facile de voir que cette dernière congruence peut 
s'écrire sous cette forme 


A (un +1 — An+1,101 — An+1,202 — ... — Ant+in Ln) = 0 (mod M). 


2. Les résultats précédents sont ceux qui s'offrent immédiatement 
lorsqu'on poursuit l’analogie évidente qui existe entre la théorie des 
congruences et la théorie des équations. Mais si A n’est pas premier 
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avec M, une étude plus approfondie est nécessaire. Elle a été faite pour 
la première fois par M. H.-J.-S. Smith, et nous allons exposer sa thé- 
orie. Les considérations suivantes interviennent non seulement dans 
des questions de la théorie des nombres, mais elles sont encore utiles 
dans beaucoup de théories d'analyse pure; aussi plusieurs résultats 
isolés ont été obtenus antérieurement par d’autres géomètres. 

Nous commencerons par étudier les équations linéaires indétermi- 
nées, mais il convient d’abord de fixer le sens de quelques expressions 
dont nous ferons usage. 

En adoptant une expression introduite, croyons-nous, par M. Syi- 
vester, nous appellerons matrice un Tableau de forme rectangulaire 


1,1 1,2 ...  i,m»s 
U2,1 22 ... A2,m) 
An,1 An,2 +...  An,m 


contenant mn quantités données, et nous dirons que cette matrice est 
du type n X m. Si l’on a un système quelconque d'équations linéaires, 
les coefficients des inconnues constituent la matrice de ce système. Si 
les équations ne sont pas homogènes, on peut ajouter à cette matrice 
une dernière colonne formée par les termes connus. On obtient ainsi 
la matrice complétée du système. Les mêmes expressions s’emploieront 
dans le cas d'un système de congruences. Les éléments a; seront tou- 
jours des nombres entiers. 

Les déterminants d’une matrice sont les déterminants de degré le 
plus élevé que l’on peut former avec les lignes ou les colonnes de la 
matrice ; ainsi, dans le cas mZn, ces déterminants renferment n? élé- 
ments et leur nombre est 

mm—1)...(m—n+1) 
1.2...n 

Le plus grand diviseur d’une matrice est le plus grand commun di- 

viseur des déterminants de cette matrice, en supposant que ces déter- 





minants ne soient pas tous nuls. Dans le cas m—n, ce plus grand 
diviseur est le déterminant même du système des n? éléments. 
Nous désignerons une matrice souvent par le symbole 
|A |] 
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et, dans le cas où elle est du type n X n,| A | sera le déterminant. Deux 
matrices 
IA et |B| 

des types m X (m+n) et n X (m+n) sont de types complémentaires. 
Il est clair que ces matrices ont le même nombre de déterminants, et 
l’on peut faire correspondre à chaque déterminant de || A || un détermi- 
nant de || B || et réciproquement, de la manière suivante. 

En écrivant la matrice | B || en dessous de la matrice || A | on obtient 


Al 


qui sera du type (m +) X (m + n) et à un déterminant de | A || on fera 
correspondre le déterminant de || B|| avec lequel il se trouve multiplié 
dans le déterminant des (m + n}? éléments 


EI 


Souvent il n’y a pas d'intérêt à faire attention au signe d’un déter- 


une matrice 


minant d’une matrice, mais dans le cas actuel il convient de faire en 
sorte que le produit des déterminants correspondants se retrouve avec 
son signe dans le déterminant des (m + n}? éléments. 


8. Les déterminants d’une matrice ne sont pas indépendants; il 
existe en général un grand nombre de relations identiques entre eux. 
Nous allons nous rendre compte d’abord de la nature de ces relations 
et du nombre des déterminants qui sont indépendants. On pourra con: 
sidérer dans ce numéro les éléments de la matrice comme des quantités 
arbitraires. Considérons la matrice 


1,1 01,2 ++.  i,m+n) 

(1) : i È ; à ‘ ; Q2,1 d2,2 ... O2,m+n) 
Le , 

Am,1 m2 +++  Amm+n 


du type m X (m<+n). Le nombre des déterminants est 


(mù+l)(n+2)...(u+m) 


1.3.8,..m 
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mais nous allons montrer qu’il y en a seulement mn + 1 qui sont indé- 
pendants. Tous les déterminants peuvent s'exprimer à l’aide de mn+1 
d’entre eux. 
Soit 

(9) ar urindhaf sue seal pl (i,k=1,2,...,m) 
le déterminant formé par les m premières colonnes de la matrice. Le 
déterminant obtenu en remplaçant dans A la ième colonne par la m + kième 
colonne de la matrice sera désigné par A; »+x. On déduit ainsi de A mn 
nouveaux déterminants, à variant de1àm,kdel1àn. On pourra les 
disposer dans le Tableau 


| Ai,m+1 Ai,m+2 .….. Ai,m+n) 
A9,m+1 AÀ9,m+2 +. A2m+n) 
(3) 
sen ee, rule 1040 Sa Mae lee 478 à , 
| Am,m+1 Am, m +2 ps Am,m+n: 


Les mn<+1 déterminants A, A;»:4, sont indépendants; on peut 
trouver une matrice pour laquelle ces déterminants ont des valeurs 
données d’avance. Prenons d'abord arbitrairement les éléments 4, de 
A, avec la seule restriction de vérifier la relation (2). On a ainsi les m 
premières colonnes de la matrice. On peut déterminer ensuite la 
m + kième colonne par la condition que les déterminants A;»+x(i=1, 2, 
..…, m) prennent des valeurs données. En effet, on obtient ainsi m équa- 
tions linéaires pour déterminer 


Tism+ks (om+ks +: Am,m+k. 
Le déterminant de ce système est A” —1, mais, en le résolvant, on 
trouve simplement 
(4)  Aim+tk = (ai Aj,m+k + Gi,2 ÀA9,m+% . ss + Ai, m Am, m + k) * À 
i=1,2,3,...,m, 
IL HER “3 PORC À 
La vérification de ces valeurs est du reste immédiate, et l’indépen- 
dance des mn + 1 déterminants A, A;»+4x est manifeste. 
Considérons maintenant un autre déterminant A’ de la matrice, Il 
contiendra 4 colonnes appartenant aux » dernières colonnes de la ma- 
trice (x Z 2); soient 


m + 1, m + b, À; m + x 


SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 321 


les rangs de ces colonnes. Les autres »m — k colonnes de 4’ appartien- 
dront aux m premières colonnes de la matrice, c’est-à-dire, ce sont des 
colonnes de A. Soient 


Mis Moy +. Uk 


les rangs des colonnes de A qui ne figurent pas dans À’. En remplaçant 
alors dans A’ les éléments ai»+x par leurs valeurs (4), on obtient, à 
l’aide des propriétés élémentaires des déterminants, la formule 


du, m+ À; Aus; m+ 9 : à à Ass m + A3 
M en, ntal 
Au, m + À; Aug m+ lo ui Auy,m+ 2 





Ainsi tous les déterminants de la matrice s'expriment rationnelle- 
ment au moyen des mn + 1 déterminants A, A;»+x. On voit que A’ 
est égal à un déterminant mineur du degré k, puisé dans la matrice (3), 
divisé par A*—1, Le nombre des déterminants tels que A’ est 


(ne)e Ge + (ms (ne) + (me), (0) +. 
= On + )n — (6) Go)o — (mn) Cr) = Une + te — (on + 1), 


Equations linéaires indéterminées. 


4. Considérons d’abord le système linéaire et homogène 


Mc: Gi,1 C1 + Gi,2 Xe +... + ai minTmin = 0, 
i=1,2,...,m. 

Nous supposerons que ces équations sont linéairement indépendantes, 
c'est-à-dire que tous les déterminants de la matrice de ce système ne 
sont pas nuls. Le plus grand diviseur de la matrice a alors une signi- 
fication précise ; soit d ce plus grand diviseur. 

Le moyen que nous emploierons pour trouver toutes les solutions 
en nombres entiers consiste dans l'introduction de nouvelles inconnues. 


Au lieu de %,, %,...,%m+n, On peut introduire de nouvelles incon- 
nues, en posant 


Li Ci,1 æ1 + Cie æo +. . «+ CiminTm+n 
fi !, 2, ..) MN. 
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Les c;x seront des nombres entiers, et nous n’emploierons que des 
substitutions dont le déterminant |c;x|= +1. 

On peut alors exprimer réciproquement les x’ par des fonctions li- 
néaires à coefficients entiers des x; et, comme nous ne considérons 
que les solutions en nombres entiers, le système transformé sera abso- 
lument équivalent au système donné, c’est-à-dire à deux solutions 
distinctes d’un des systèmes correspondront toujours deux solutions 
également distinctes de l’autre. 

Parmi les déterminants de la matrice de (1) qui ne sont pas nuls, il 
y en aura au moins un dont la valeur absolue est le plus petit. Nous 
pouvons supposer, en adoptant la notation du n°3, que A soit ce dé- 
terminant minimum. Supposons d’abord que tous les déterminants 
Aim+r Soient divisibles par A. Alors il est clair que l’on obtient la 
solution la plus générale de (1) en donnant à Zz»+1, ©m+2, ..., Æm+n 
des valeurs entières absolument quelconques et en déterminant ensuite 
Ds Los ce Em Par les formules 

Li = — (A im+1%Tm+1 - À i,m+2%m +2 . us + Ai,m+nTm+n) Je. 6 
(CES PA re | 

On voit, du reste, par la formule (5) du n°3, que, lorsque A divise 
tous les A; »+x, il divisera tous les déterminants de la matrice, en sorte 
que l’on doit avoir A = + d. 

Mais supposons que A ne divise pas tous les A;+% et, par exemple, 
ne divise pas Aim+1. Alors, on peut toujours trouver un entier c tel 
que la valeur absolue de 

Ai,m+1—cA 

soit inférieure à celle de A. La substitution de déterminant + 1 

GO —=2% (i=1,2,8,...,mm+2,m+8,...,m+n), 

Lim +1 = Lm+1— CT 
transformera alors le système (1) dans un autre système dans lequel un 
des déterminants est A; »11 — cA. Le déterminant minimum du système 
transformé est donc plus petit (en valeur absolue) que A. Si ce déter- 
minant minimum ne divise pas tous les autres déterminants, on pourra 
encore le diminuer par le même procédé. Il est clair que l’on finira 
par trouver un système transformé dans lequel le déterminant mini- 
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mum divise tous les autres déterminants, et dont on peut écrire alors 
immédiatement la solution la plus générale. Cette solution renferme, 
comme nous l'avons vu, n indéterminées auxquelles on peut donner 
toutes les valeurs entières de — © à + «. 


Théorème I. — On obtient toutes les solutions du système ([), et 
chaque solution une seule fois, par les formules 


di Brita + Boite +... + Pnitn, 


(II) ; G=21,;8,;.:;m4n), 


en donnant à #,,4,...,/, toutes les valeurs entières de — æ à + «. 


Il est clair qu’en substituant les expressions (II) dans le système (1), 
les coefficients de #,,t,,...,t, doivent s’annuler. 

On obtiendrait donc encore des solutions de (1) en donnant à #,4,,...,t, 
des valeurs fractionnaires. Mais il est clair que l’on ne peut jamais 
obtenir, de cette façon, une solution de (I) en nombres entiers, car 
toute solution entière correspond à un système unique de valeurs en: 
hères de h,4,...,t. 

Pour obtenir, dans un cas donné, la solution générale sous la forme 
(IT), il sera plus pratique de procéder autrement. On cherchera, par 
exemple, par la méthode d’Euler (Chap. IT, 25), la solution générale de 


@,1 Li + Qi,2 Le +... + dim+n mn = 0, 


qui renfermera m + n — 1 indéterminées, puis on introduira ces valeurs 
dans la seconde équation 


Q2,1 di + 2,2 L2 + .… + @2,m+n Xm+n = 0, 


etc., jusqu’à ce que l’on ait épuisé les m relations données. 

Si l’on transforme, comme nous l’avons fait, le système (1), il est 
clair que tout déterminant du système transformé est une fonction 
linéaire à coefficients entiers des déterminants de (I), et réciproquement. 
On voit par là que le plus grand diviseur des deux matrices est le 
même et, par conséquent, dans le procédé que nous avons employé 
plus haut, on trouvera finalement un système dont la matrice a un 
déterminant minimum égal à + d. 
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5. Considérons r solutions du système ([) 


O1,15 1,23 +.+3 Am+tn) 
42,1, 2,9, +... A2,m+n) 

ce db | ds | SCT TT , 
r,1; Ar,2s +.) Arm+n) 


que nous désignerons quelquefois aussi par de simples lettres A,, A, 

., A. Ces solutions sont indépendantes si tous les déterminants de 
degrés r ne sont pas nuls. Il est clair que l’on peut trouver tout au plus 
n solutions indépendantes, car, puisque toutes les solutions sont com- 
prises dans les formules (IT) (n° 4) qui ne renferment que n indétermi- 
nées, n + 1 solutions ne sont jamais indépendantes. En multipliant les 
solutions précédentes par #,,{,,...,t{, et en ajoutant, on obtient une 
nouvelle solution 


At +Ab+...+At 
dont les éléments sont 
Li = ail + dit +... Lait. 
Nous dirons que les solutions 
de 
forment un système fondamental de solutions, lorsque l’on obtient 
toutes les solutions possibles, et chaque solution une seule fois, en 
donnant à #,,4,...,t, les valeurs de — w à + w, L'existence de ces 
systèmes fondamentaux de solutions ne fait pas de doute, car nous 
savons, par le théorème I, que 
Bis Pia, +. Bim+n 
Get. 0 
est un tel système. 


Théorème II. — Un système fondamental de solutions se compose 
de n solutions indépendantes. 


Ce théorème est une généralisation du théorème VIII du Chapitre IT; 
la démonstration est exactement la même. 

La matrice formée par n solutions indépendantes, ou par un système 
fondamental de solutions, est du type n X (m + n), donc du type com- 
plémentaire de la matrice du système (1). 
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Considérons la matrice du système ([) et la matrice formée par n so- 
lutions indépendantes 


di,1; d1,2; re Aim+n) 
ii .) dns ns Üsixs . 
Am,1, Am,2s +.., Am,m+n) 
1,1; d1,2) …., Ai,m+n) 
à “si à nos : eur , 
An,1) An, 2» …. An,m +n- 


Les relations qui existent entre ces nombres se réduisent à ceci : que 
la somme obtenue en multipliant les éléments d’une quelconque des m 
premières lignes par les éléments correspondants d’une des n dernières 
lignes est nulle. 
On voit donc qu’il y a une réciprocité complète entre les deux ma- 
trices, et si l’on considère le système indéterminé 
Q,1 Li + Ai,2 Lo +... + dim +n Xm+n = 0 
Fm i,3,.0.,4), 
les nombres 
di,1, 2, ..., Œim+n 
G—=1, 2,..., M), 
en donneront m solutions indépendantes. 
D’après ce que nous avons dit dans le n° 2, on peut faire corres- 
pondre à chaque déterminant de la matrice | a;,|| un déterminant de 
la matrice || a;;|| d’un système de » solutions indépendantes. 


Théorème III. — La matrice d’un système fondamental de solutions 
a l’unité pour plus grand diviseur. 


Considérons, en effet, les formules 


Gi = Piita + Boite +... + Bnitn, 
[i=1,2,...,(m—+n)] 
qui renferment la solution la plus générale. Il est clair d'abord que 
(B1,1 P1,2: . «Bim+n) = 1; 
car, si ces nombres étaient tous divisibles par c > 1, on trouverait une 
solution entière en posant {, — &, ce qui, on le voit facilement d’après 


ce que nous avons dit plus haut, est contraire à la nature d’un système 
fondamental de solutions. 
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Ensuite, je dis que les déterminants de la matrice 


Pi,is Biz, ..., Pim+n;, 

Bar, Pas, ..., Pam+n 
ont aussi 1 pour plus grand commun diviseur. Car si ces déterminants 
étaient tous divisibles par c > 1, c ne divisera pas tous les éléments de 
la première ligne, par exemple c ne divisera pas f;:1; mais alors on 
trouverait encore une solution entière en posant 


%* . ns 
HS Sage bis 


ce qui est impossible. 
Ensuite, je dis que le plus grand commun diviseur de la matrice 


B1,1» B1,2) 4.47 Bim+kns 

B2,1 ; P2,2; br. P2,m+n) 

Bai, Bs2, -.., Psm+n 
est encore — 1. Car si ce plus grand diviseur était c >1, c ne diviserait 
pas, par exemple, le déterminant 








Bai Pi,2 
Bai Bas |” 
et, en posant 
se Bai  B2,2 Le . Bs,1 B3,2 , Re Bi1 Pie 
: Bai Bs2l : Bi Biz ” : Dse Ba,2 | « 








on trouverait encore une solution entière, ce qui est impossible. 
Il est clair que l’on peut continuer ainsi, pour arriver au théorème 
énoncé. 


6. En cherchant à exprimer une solution quelconque 
a , Œo , ss Am +n 
par un système fondamental de solution £;;, on est amené à déterminer 
n inconnues f,,{4,...,n par m+4n équations 


ai = Piiti + Paite +... + Bnitn 
(Gi=1,2,...,m+n). 


On sait d'avance qu'il existe une solution unique et en nombres en- 
tiers; ce système linéaire doit donc présenter certaines circonstances 
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particulières. Nous allons montrer qu’elles se réduisent à ceci: d'abord 
le plus grand diviseur de la matrice du système est — 1, ensuite tout 
déterminant de la matrice complétée se compose de n + 1 solutions. 


Théorème IV. — Un système de m + n équations entre n inconnues 


aj = Pi,ita + Boite +... + Pritn 
(#-2211,3,:.., MF) 


admet toujours une solution unique et en nombres entiers, lorsque le 
plus grand diviseur de la matrice du système est — 1 et que tous les 
déterminants de la matrice complétée sont nuls. 


Nous ajouterons un théorème analogue sur les congruences. 


Théorème V.— Un système de mn congruences entre n inconnues 


ai = Biiti + Boite +... + Bnitn (mod M), 
(i=1,2,...,m+n) 


admet toujours une solution unique, lorsque le plus grand diviseur de 
la matrice du système est premier avec M et que tous les déterminants 
de la matrice complétée sont —0 (mod M). 


Il suffira de démontrer ce dernier théorème; nous pouvons écrire les 
congruences données ainsi 


A;=a; (mod M), (i=1,2,...,m+n), 


les A; étant des fonctions linéaires en 4,,4,...,t.. Considérons le déter- 
minant minimum A de la matrice de ce système. Si A divise tous les 
autres déterminants, il sera premier avec M d’après notre hypothèse. 
Les n congruences correspondantes admettront alors une solution 
unique et cette solution satisfera aussi à toutes les autres congruences 
(voir le n° 1). 
Mais si 
A= || LinLe...s. D 


ne divise pas tous les autres déterminants, il ne divisera pas, par 
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exemple, le déterminant 


Pinte Panit 5: Min st 
B1,2 B2, 2 APE 
b1,3 Pa, 3 ce. Pn,s 
Bin B2,n …. Bnn 








Mais alors on pourra remplacer le système donné par le système 

équivalent 
A;=a; (—=1,2,...,n,n+2,n+8,...,n<+m), 
An+1i—CÂAi—=an+r1—Ca, 

et ce nouveau système aura, pour une valeur convenable de c, un dé- 
terminant minimum plus petit que A. On pourra ainsi diminuer le dé- 
terminant minimum jusqu’à ce qu’il soit devenu égal au plus grand 
diviseur de la matrice donnée. .Il divisera alors tous les autres déter- 
minants et l’on est ramené au cas que nous avons considéré d’abord. 

Le théorème IV peut se démontrer d’une façon toute semblable, ou 
encore par le raisonnement que nous avons fait dans la démonstration 
du théorème IX (Chapitre IT). 

Nous indiquerons encore une autre démonstration du théorème V. 

Si l’on écrit 

M—=PXQXRX..., 

où P,Q,R,... sont des puissances de nombres premiers distincts, on 
reconnaît facilement que les congruences données admettent une solu- 
tion unique, par rapport à chacun des modules P,Q,R,..., d'où l’on 
peut conclure qu’elles en admettent aussi une par rapport au module M. 


7. Multiplication des matrices. — Soit 


lasx | SM: .. 8 
" k=1,9,...,m<Ln)' 


ou || A || une matrice du type n X(m+n),(m2=0), 
Il ci,x |] (i,k—1,2,...,n), 
ou | C||, une matrice du type n X n, nous représenterons par 


ICI X |A }=||A"| 


SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 329 


une matrice du même type que || A | et dont les éléments sont 
dk = Ci,1 U,k + Ci,2 Q2,k +... + CinAn,k 
tserr, 84.14 | 
hæ1,8,..., m4 
Lorsque || C, || est encore du type n X n, nous écrirons 
1C 1 XIA'I=IC IX ICI X IA, 
et il est facile de voir que 
ICIXICIXIANZ=EC!IX ICI X IA I. 
Mais on ne peut pas permuter les deux matrices dans un produit, 
et si l’on considère un produit de plusieurs facteurs 


on suppose toujours que toutes les matrices | C;|| sont du type n X n: 
seule la matrice || A|| peut être du type n X (m<+n), le produit est 
toujours du même type que || A ||. 

Il est clair que, lorsque 

A’ —= ICT X |A ||, 

tout déterminant de | A’| est égal au déterminant correspondant de 
| À || multiplié par le déterminant | C|. Les déterminants correspondants 
de || A|| et || A’|| seront proportionnels et si, en particulier, le plus 
grand diviseur de | A| est —1, le plus grand diviseur de || A’|| sera 
la valeur absolue de |C|. 

Dans le cas où le déterminant 








Ci,1 C1,2 +++  Ci,n 
C2,1 2 ….. C2 
C2, PL = EE + FT 

Cn,1 Cn2 +...  Cnn 

nous désignerons par ||C||—1 la matrice 
GTuir  6)RTs: ++: SPRL) 
EY1,92s E€Y2,2y y €EYn,2» 
AR A | sn hab : CrE ere 
EY1,n» € Y2,n) …., EYn,n) 


rix étant le coefficient de c;x dans le déterminant | C |. 
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On voit que 


| 
| 
ici xICi-=icr-txici=| 


oo . 
bi 


et de la relation 
|A’ =ICI X IA ||, 
on peut conclure 
[AZ ICI? X I A I. 


8. Soit | A|| la matrice formée par n solutions indépendantes, || B| 
la matrice formée par un système fondamental de solutions. 

Puisque les solutions de || A || peuvent se déduire du système fonda- 
mental | B||, cela revient, avec notre nouvelle notation, à dire que 

IAl= ICI X IR ||. 

Il est clair que le plus grand diviseur de || A || est =+|C|,et, dans 
le cas |C|—=+1, || A || est évidemment aussi un système fondamental 
de solutions, car 

IBI=| CI! X |A |. 

Si l’on considère plusieurs systèmes de x solutions indépendantes, 
ou de systèmes fondamentaux, les déterminants correspondants seront 
toujours proportionnels. 


Théorème VI. -- Lorsque le plus grand diviseur de la matrice 
|B|| du type n X (m+n) 
est — 1, et que les déterminants d’une matrice 
| Al! du type n X (m + n) 
sont proportionnels aux déterminants correspondants de | B|, on a 


toujours 
jAI=ICIxXIBI 


et la matrice || C|| est unique. 


En effet, on obtient pour déterminer c1, cie, ..., cin les équations 


dir = Ci 0i,k + Ci dan +... + Cindnk) 
k=1,2,...,(m+n). 
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Un déterminant quelconque de la matrice complétée de ce système, 
tel que 








bi,1 bo,1 CAN Gi,1 
bi,2 Do, 2 «..  Ün,2 Gi,2 
Din+1i Vanti +. Onn+1 Gin+1 


est nul, car d’après la proportionnalité supposée entre les déterminants 
de | A| et de | B||, il est permis de remplacer partout b;4 par ax, à 
condition de diviser après par un certain nombre entier le facteur de 
proportionnalité. 

Mais on obtient ainsi un déterminant avec deux colonnes identiques. 
Donc, d’après le théorème IV, il existe un système et un seul de va- 
leurs c;1,Ci2,..., Cin qui satisfont à la question. 

On voit qu’une matrice du type n X (m + n) dont les déterminants 
(non tous nuls) sont proportionnels aux déterminants de la matrice |B| 
formée avec un système fondamental (ou avec n solutions indépen- 
dantes) est nécessairement composée avec » solutions indépendantes. 


Théorème VII. — Les déterminants d’une matrice formée par n so- 
lutions indépendantes, du type n X (m + n), sont proportionnels aux 
déterminants correspondants de la matrice du type m X (m—+n) du 
système indéterminé donné (1). En particulier, un déterminant d’un 
système fondamental de solutions est égal au déterminant correspon- 
dant du système (I), divisé par d. 


Il suffira de faire voir que le théorème se trouve vérifié pour un 
système particulier de n solutions indépendantes. Un tel système peut 
se déduire des considérations du n° 3. Supposons que le déterminant 
A ne soit pas nul, alors on a le système suivant de n solutions indé- 
pendantes 


Amis Amis °°) Ammtis — À, LPS PRES 0, 
Aim+2s Aom+2s 1 Amm+2; NT TS : RAS 0, 


Ai,mtn) A2 m+n) ……, Am,m+n) 0, 0, 0, ….) — À, 
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En effet, ce sont là bien x solutions, car on a | form. (4) du n° 8] 


di,1 A1,m+x + Gi,2 Aam+x +. : + Ai m Am m+k— Ai,m+kA = 0. 

Ces solutions sont indépendantes, car l’un des déterminants est (— A)". 

Et si l’on considère maintenant les déterminants de cette matrice 
qui correspondent aux mn + 1 déterminants que nous avons considérés 
dans le n° 3, on reconnaît immédiatement qu'ils n’en diffèrent que par 
le facteur (— 1)" A"-—1, et cette proportionnalité s'étend aisément aux 
autres déterminants. 

Plus généralement, on peut obtenir n solutions indépendantes ainsi. 
Soit 


O1,1 +. Aim+n | 
An, 1 Am,m+n 

Ci,1 Ci,m+n 

Cn,1 ..  Cnm+n 








Puisque tous les déterminants de la matrice donnée ne sont pas nuls, 
on pourra choisir les nombres c;,, de manière que D ne soit pas nul. 
Désignant alors par C;: le coefficient de c;; dans D, il est clair que 
l’on a le système suivant de » solutions 

SN MRIR : MURS 

a | 

Cn,1 CRC. Cnm+n 
et, d'après un théorème connu, un déterminant quelconque de cette 
matrice est égal au déterminant correspondant de la matrice || a; x | 
multiplié par D—1. 


9. Nous allons résoudre maintenant le problème suivant. Étant 
donnée une matrice 
I A |}, 
du type n X (m + n), dont d est le plus grand diviseur, trouver toutes 
les solutions de l'équation 
lAI=ICI x BI, 


le déterminant | C} étant + d. Il est clair que le plus grand diviseur de 
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|B|| est 1, et si l’on a trouvé une matrice dont les déterminants sont 
proportionnels à ceux de | A | et dont le plus grand diviseur est —1, 
on pourra la prendre pour ||B||; la matrice | C|| s’en déduit d’après le 
théorème VI. 

On peut obtenir une telle matrice || B|| en considérant le système 
indéterminé dont la matrice est | A . On cherchera m solutions indé- 
pendantes formant une matrice || A’}. Ensuite, on cherche un système 
fondamental de solutions du système indéterminé dont la matrice est 
| A’. La matrice formée par ce système fondamental satisfait evidem- 
ment aux conditions. 

Mais voici une autre méthode qui sera préférable ordinairement. 
Divisons d’abord la première ligne horizontale de || A | par le plus 


grand commun diviseur des nombres qu’elle renferme, on aura ainsi 
la matrice 


bi, Vis,” ..., Dinan, 
2,1, 2,92, ..., O2m+n; 

ds Us ton dés-ret . 
An, An? +.+3 Anm+n. 


Soit maintenant d, le plus grand commun diviseur de la matrice 
formée avec les deux premières lignes. Je dis que l’on pourra déter- 
miner un nombre x satisfaisant aux congruences 

x Di, i —= 0, i (mod d) ; 
i=1,2,...mLn. 
C’est ce qui résulte du théorème V. En retranchant donc de la seconde 
ligne, la première multipliée par x, elle deviendra divisible par d, et, 
après la division, on aura une matrice 


dt, “Dia, 1) brute, 
bo 1, Da, “.. Do, m+n ; 
8,1, (3,2, ..., sm+n) 


et le plus grand diviseur de la matrice des deux premières lignes est 
5 À 
Soit d, le plus grand diviseur de la matrice des trois premières 
lignes, les congruences 
À b1,i + Yda, = Qi (mod de), 
i—=1,2,...,m+n) 
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admettent encore une solution, d’après le théorème V. En retranchant 
de la troisième ligne la première multipliée par x et la seconde ligne 
multipliée par y, on pourra diviser par d, et, dans la matrice obtenue 


D11, Dis, +. Dimbe, 
Da,1, Das, ..., Damtn, 
Ds,1, sa, ..., Dsm+n;, 
4,1, 4,2, ..., imtn:; 


le plus grand diviseur de la matrice partielle formée par les trois pre- 
mières lignes est — 1. Il est clair que l’on peut continuer ainsi, on 
finira par trouver une matrice 


dont le plus grand diviseur est — 1, et il est clair que ses déterminants 
seront proportionnels à ceux de |! A |. On peut remarquer que ce pro- 
cédé donne, dans le cas m — 0, une nouvelle méthode pour la construc- 
tion d’un déterminant = + 1. 
Ayant ainsi obtenu une solution particulière 
IA[=IC|IX1B 1, 
il est facile de voir que la solution la plus générale sera comprise dans 
les formules 
AZ] C1 X || Bol}; 
où 
lB|=IE I X 8 || 
Co l= ICI X ETS, 
|E | étant une matrice quelconque du type » X n dont le déterminant 
est + 1. 
Lorsque || A | est la matrice de n solutions indépendantes du sys- 
tème (1), la matrice | B|| sera composée d’un système fondamental de 
solutions. 


10. On peut obtenir la solution du système 


di,1 © + Qi,9 Lo +... + dim+nXmæn = 0, 
im l,2,:6.::m 


(1) 
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encore par une autre méthode, un peu différente de celle que nous 
avons exposée dans le n°4, et qui conduit à un résultat dont nous 


aurons besoin plus loin. 
Nous avons vu, dans le Chapitre II, que par une substitution linéaire 
de déterminant + 1, on peut tranformer l'expression 


,1 1 + 01,2 2 + … + U,m+n Tm+n 


en dix, d étant le plus grand commun diviseur des coefficients &1, 


1,25 ++. A1,m+ni- 
A l’aide de cette transformation, on déduira de (1) un système équi- 


valent dont la matrice affectera la forme 


M 0 0 
Q9,1 2,2 A,m+n 
Am, 1 Am, 2 … An,m+n- 

Les coefficients ao, 4,3, ..., @,m+n ne peuvent pas être tous nuls, 


car tous les mineurs du second degré des deux premières lignes seraient 
nuls; la même chose aurait lieu pour la matrice de 4;4, ce qui est 
contre l'hypothèse admise. En opérant donc sur les variables x,, &, 

.., Twin, ON pourra transformer encore le système de manière à ob- 
tenir un nouveau système dont la matrice affecte la forme 


FE CR 

5 1 de 0 ans 0 

a3, 1 as, 2 a3,3 Le. 5m +n 

Am, 1 An, 2 Am, 3 ss. Om, m + n 
d, étant le p. g. c. d. de 05,2, @,3,..., @im+n. En continuant ainsi, on 
sera amené finalement à une matrice de la forme 

d, 0 Cn 0 0 0 .. 0 

CR US 0 0 
(A) . . . . { Ba,1 Ba,2 68 0 0 .… 0 





Pm, 1 Pm, 2 …. Pm, m — 1 dur : 0 
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Il est clair qu’on aura d—d, d, d,... dm, et si les nouvelles incon- 


nues sont Yÿ, Yo» :.., Ym+n, la Solution la plus générale s'obtient en 
posant 

h = Ye = Y3—= = Ym= O0, 
tandis Que Ym+1, Ym+2::-., Ymsn peuvent prerdre toutes les valeurs 


entières de — oo à + ». 

On peut simplifier encore le tableau (A). En remplaçant d’abord y, 
par % — cy1, il est clair qu’on peut faire en sorte que le coefficient f2: 
devient positif, mais inférieur à d. En remplaçant ensuite y, par 
Ya — CY — C' Yo, On peut assujettir les coefficients 3,1, 83, aux limitations 

OZ Ps < ds, OZ BP3,9 < ds. 


On voit, en définitive, qu'il existe toujours une substitution de dé- 
terminant + 1, tel que le système transformé a une matrice de la forme 
particulière (A), où les coefficients d,, d,.. , d sont positifs et 

OZ Pix < di [k=1,2,...,(i—1)] 


(voir Hermite, Journal de Crelle, t. 41, p. 192). On verra facilement 
que cette forme réduite (A) est unique. La nature invariantive des co- 
efficients du tableau (A) s'aperçoit aisément. D'abord il est clair que 
d; est la plus petite valeur (sauf 0) que peut avoir l'expression 


Qi,1 Li + Qi,2 Le +... + GimynTm+n) 
Li, Toy: Emæn Étant liés par les relations 


@x,1 Li + @x,2%2 +... + Axmin min =, 
k=1,2,3,...,(i—1). 


Ensuite P, est la plus petite valeur que peut avoir la fonction linéaire 
1% +... + dminTm+n 
Ty, Toy, Em+n Étant liés par la relation 
1% +... +aimtrnTmrn = di. 
Ensuite B:1, B:2 sont les plus petites valeurs de 
d3,1 Xi …. ee A3,m+nTm+n) 
Li, Toy... Xm+n étant assujettis, dans le premier cas, aux relations 
@,1 Li +... + Gi,m+nEm+n = 
Q2,1 1 +... + AamirnTmitn = P21 
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et, dans le second cas, aux relations 


di,1 1 + … En ,m+n Tm+n — 0, 
Q2,1 Li +... + G,m4n Cm+n = de, 
ainsi de suite. 


11. Considérons maintenant le système non homogène 

(I) . . . . at +Haissto+ .. +üimtntmin = Ui 
Mari, 2... 0) 

Soit d le plus grand diviseur de la matrice de ce système, d’ le plus 
grand diviseur de la matrice complétée, il est clair que d’ divise d. 
Mais, en éliminant m— 1 des inconnues, on reconnaît que tout déter- 
minant de la matrice complétée, qui n’est pas en même temps un dé- 
terminant de la matrice non complétée, doit être divisible par d. Pour 
que le système (III) admette des solutions, il est donc nécessaire que 
l'on ait dd’. Mais cette condition est aussi suffisante. 


Théorème VIII. — Pour que le système (III) admette des solutions, 
il faut et il suffit que le plus grand diviseur de la matrice du système 
soit égal au plus grand diviseur de la matrice complétée. 


En effet, dire que le système (IT) admet une solution, c’est la même 
chose que de dire que le système homogène 


Ui Lo + Qi1 Li + A2 Lo +... + aimtnTmin —=0 
admet une solution où x, ——1. Or la solution générale du système 
homogène est 


Li = Po,i to + Biiti +... + Pnitn, 
i=0,1,2,...,(m+n). 


En supposant d— d’ les déterminants de la matrice des | B,4|| qui 
renferment les coefficients B0,0, 1,0, ..., Po Sont égaux aux détermi- 
nants correspondants de la matrice du système homogène, divisés par 
d. Mais ces déterminants sont simplement des déterminants du sys- 
tème (III), et en les divisant par d on obtient des nombres dont le 
p. g. c. d. est —1. Il est clair par là que le p. g. c. d. de 86,0, B1,0,..., Bn,0 
est aussi — 1, et, par conséquent, on peut donner à #,,4,,:..,{m des 
valeurs telles que x, = — 1. On reconnaîtrait aussi facilement la vérité 

IL 22 
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de ce théorème à l’aide de la méthode de réduction du n° 4. On voit, 
d’après ce théorème, que si l’on considère l’ensemble des solutions du 


système homogène (1), la plus petite valeur de x, (sauf 0) est _ dk 
étant le plus grand diviseur de la matrice obtenue en supprimant la 


dx 
kième colonne. Cette valeur 7° est donc, dans tout système fondamental 


de solutions 
Bois Bis +.., Pima+n, 
| a 
le P-£g.c. d. de Bi,x; B2,x; es Bn, k« 
Il est clair que pour obtenir la solution la plus générale du système 
non homogène (III), il suffit d'ajouter à une solution particulière la 
solution la plus générale du système homogène ([). 


12. Si le système (III) admet une solution pour certaines valeurs de 
WU ,-:, Um, il en sera de même encore si l’on remplace ces nombres 
par Di, Do, Um OÙ 

Ui = Vi (mod d), CE NS OS 

La possibilité ou l’impossibilité du système ne dépend donc que des 
résidus de %,,%2,..., Um, par rapport à d. Le nombre total de ces sys- 
tèmes de résidus est de d”, mais pour d"—1 de ces systèmes seulement, 
les équations (IIT) admettent une solution. Pour le reconnaître, il suffit 
de recourir à la transformation du n° 10, qui donne un système équi- 
valent de la forme 

WU = d Y; 
Ua = B2,1, Yi + daY2, 
Uz = Bs,1 Y1 + B3,2 Ye De 


Um = Pm,1 Y1 + Bm,2 Yo +. A 
di do... dm = d. 
Il est clair d’abord que w, ne peut avoir que & valeurs par rapport 
à | 


au module d. À chacune de ces valeurs de , correspond une valeur 


/ e / . , . d 
déterminée de y, et ensuite évidemment —- valeurs de «, par rapport 


de 


au module d. À chaque système de valeurs de , et u, correspondent 
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4 


ensuite des valeurs déterminées de y, et y, et ensuite — valeurs de w, 


ds 
par rapport au module d, etc. Le nombre total des systèmes de résidus 
de 4,,%,..., Um, par rapport au module d, est donc 
HOVEA qui 
2 : C. Q. F. D. 


Parmi les valeurs admissibles pour u; figure toujours la valeur #;=0, 
et si l’on se donne d’avance | 


==... .=4:=0, 


les ux+1,...,Um ne peuvent plus représenter que d"—* systèmes de 
résidus par rapport au module 4. Mais, en raisonnant comme tout à 
l'heure, on voit que, parmi ces systèmes, il n’y en a que 


d"—K# 





ou: ne 
dx+1, dx+2,..., Am DS re | 
pour lesquels le système (III) admet des solutions. Il est clair que 
d, d,...dx est ici le plus grand diviseur de la matrice des k premières 
des équations (IT). 


13. Ces propositions ont lieu encore dans le cas n — 0, lorsque le 
nombre des équations est égal au nombre des inconnues, et nous allons 
en faire une application dans un cas de cette nature. 

Prenons un système de m? nombres entiers 


Gi, k (, kz 9 ,::6im), 
dont le déterminant 
A—=|a;x| 
est positif > O. 
Si Pon considère les équations 
A A A 


(A) 


le déterminant est A”-—1, et, d’après ce qu’on vient de voir, il y a 
Am —1? systèmes de résidus w; par rapport au module A"-1 pour lesquels 
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le système (A) admet une solution entière. Mais la solution de ce sys- 
tème est donnée par les formules | 
Ai Qi di + di ue +... + Ami Um) 
él, D «sin 

On voit donc que si le système a une solution entière pour un sys- 
tème de valeurs de w,, %,..., Um, il en aura encore une en remplaçant u; 
par v:=u:; (mod A). Soit x le nombre des systèmes de résidus des uw; par 
rapport au module A, pour lesquels les équations (A) admettent une 
solution, un tel système en engendrera évidemment A”(*-—2 par rap- 
port au module A"-1; donc 

RC AMOR DES AGEN 
k= À. 

Il est clair, du reste, que ce nombre 4 est simplement le nombré des 

solutions des congruences 


Qi Wi + doi ue +... Lamiüm—0 (mod A), 
et, d’après un théorème que nous rencontrerons plus loin, on peut 


conclure de là aussi cette valeur 4 — A. 
Ce résultat peut s’énoncer ainsi: 





Théorème IX. — Il y a exactement A systèmes de RON CE entiers 
Li, Toy +. Em QUI Satisfont aux inégalités 
A JA 
Sr + Marbo.s org roesil 
= 1,2, Ee : - 


Dans les cas m—2,m—3, ce théorème admet une interprétation 
géométrique très simple. Considérons dans l’espace trois axes rectan- 
gulaires OX, OY, OZ et le réseau de tous les points dont les trois coor- 
données x, y, z sont des nombres entiers. Soient 


À (dis Yir 2) B(%o; Y2, 22); C(xs, Ys, 23) 
trois points du réseau ; nous supposerons que 


Li Y1 À 
A—|% Y2 
L3 Y3 


soit différent de zéro et positif. Alors A est le volume d’un parallélé- 
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pipède dont trois arêtes sont OA,O0B,O0C. Soient O,, A,,B,, C, les 
sommets du parallélépipède opposés à O, A, B, C. 
L'équation de la face O BC est 


JA A 7 cite 
Se Et ttes 20, 
et l'équation de la face opposée 0, B, C, passant par le sommet O, est 
0 A 
ext v+sez = A. 
Les trois inégalités 
2 A 
ose x+ iv + ie Da, 
" 
Bu DIE HSE RS 
ù " ù 
A 


ose x+s v+$e He A 


expriment donc que le point X, Y, Z est à l’intérieur du MN PP 
ou sur l’une des faces passant par O, mais non sur une des faces pas- 
sant par O,. Le théorème IX exprime donc qu'il y a exactement A 
points du réseau qui satisfont à ces conditions. Une légère attention 
suffit pour reconnaître que, dans ce dénombrement, il ne faut compter 
qu’un des huit sommets de parallélépipède : c’est le sommet O. Quant 
aux points sur les arêtes (mais qui ne sont pas des sommets), il ne faut 
compter que les points qui sont sur les trois arêtes passant par O. Enfin, 
pour les points sur les faces (mais non sur une arête), il ne faut compter 
que ceux qui sont sur les trois faces passant par O, mais non ceux qui 
sont sur les trois autres faces. 

Il est clair qu’on obtiendrait le même nombre A, en comptant tous 
les points sur les faces, arêtes, sommets, si l’on adopte cette règle de 
compter un sommet pour +, un point sur une arête pour }, un point 
sur une face pour 4. 

Il serait extrêmement facile de démontrer directement ce résultat 
en prolongeant les arêtes O A, OB, OC jusqu’en A’, B’, C’, de telle ma- 
nière que 


OA'=k.OA, OB'=#4.0B, OC'=#%k.0c, 
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k étant un entier, et en considérant alors le parallélépipède avec les 
arêtes O A’, OB', OC’. Le rapport des volumes des deux parallélépipèdes 
est k, et l’on reconnaît aussi que le rapport des nombres des points du 
réseau à l’intérieur des deux parallélépipèdes (comptés d’après la règle 
indiquée) est aussi exactement X5. Or, d’après la définition même du 
volume, le rapport du volume et du nombre des points à l’intérieur 
du parallélépipède O A'B/C’ doit tendre vers 1 pour =. Mais puisque 
ce rapport ne varie pas, il est toujours —1. 

On peut se placer à un point de vue un peu différent. Considérons 
dans l’espace le réseau des points dont les coordonnées sont des mul- 


, 1 ; : 
tiples de +, k étant un nombre entier. Le volume d’une certaine 


partie de l'espèce peut être défini alors (d’après Lejeune-Dirichlet) 
comme la limite du rapport 
M : 

pour 4 — w, M étant le nombre des points du réseau qui appartiennent 
à la partie de l’espace que l’on considère. Adoptant cette définition de 
volume, on peut conclure directement du théorème IX que le volume 
du parallélépipède O ABC est exprimé par le déterminant A. 

On comprendra maintenant que M. Smyth a pu déduire de ces con- 
sidérations une démonstration arithmétique de la formule de transfor- 
mation des intégrales multiples. s 


Solutions de quelques problèmes sur les matrices. 


14 Étant donnée une matrice 
As Ag5 3 An+1 ou | À || 


du type 1 X (n +1), dont d est le plus grand diviseur, nous avons vu 
(Chap. II, 22) qu’on peut trouver toujours une matrice 
il, 2er nn 
D D de A Fe ner 7 
du type n(n + 1), telle que le déterminant 
e, 


ee 
B 
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Proposons-nous maintenant de trouver la solution la plus générale 
de ce problème. Il est clair, en divisant tous les éléments de || A || par d, 
qu’on peut supposer d —1. Cela étant, si l’on a 
& 

B 

| C || étant une solution quelconque, nous savons, par le théorème VI, 
qu’il existe toujours une matrice || E|| du type (n + 1) X (n + 1) (et 
une seule), telle que 











A A 

1 . . é . . . . . = E , 
(1) lol | ixe 
où || E|| = + 1. Mais il est clair que la matrice ||E|| doit avoir ici la 
forme particulière 

1 0 0 0 

P1 1 1,2 . Ein 

P2 21 22 €2,n 

Pn En,1 En2 ... Enn 


Pis Das... Pn Étant arbitraires et |e,x|—+ 1. Avec cette expression 
de ||E||, la formule (1) renferme donc toutes les solutions du problème 
et chaque solution une seule fois. On peut mettre cette solution sous 
une autre forme en remarquant que la matrice ||E|| peut se mettre 
sous la forme 











! 0 1:19: 0 0 

à : &æ 1 0 0 
€1,1 Ei,n xX||æ 0 1 o ||, 

o'erttess| ar Le 














Qi» ds--., Qn étant des nombres qui peuvent avoir des valeurs arbi- 
traires. En substituant cette expression dans la formule (1), on obtient 
sans difficulté la matrice la plus générale ||C|| qui satisfait au problème, 
sous la forme 


HCI=lesxl X | Dix + gi ax ||, 


1B}||=1||6:x|| étant une solution particulière. 
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15. Plus généralement, soit 


8 VE AU 
laxl où IA , ses | 


k—=1,2,...,(m+n) 


une matrice donnée du type m X (m+n), dont d est le plus grand 
diviseur, Proposons-nous de trouver toutes les matrices 


ne | 


Ci | |[C |! 
lait où ICI k—1,2,...,(m+n) 


du type complémentaire n X (m + n) telles que 


On peut remarquer d’abord qu’on peut supposer d=1, car nous 
savons qu’on peut trouver une matrice || A’|| du même type que |A |, 
dont les déterminants sont proportionnels à ceux de | A | et dont le 
plus grand diviseur est — 1 (n° 9). Cette matrice | A’|| étant obtenue, 
il est clair que les deux conditions 
la 
| C 


LL 





sont absolument équivalentes. Nous supposerons donc d=1, et de 
plus qu’on ait obtenu déjà une solution particulière 





| 11,2. 1 
lol où 181 (so nl 
Ayant 
A | | A | 
= +li = +1 
ei +1, = +1, 
on en conclut encore par le théorème VI 
A A | 
mu... [élamxlé] 





| El! étant une matrice du type (m + n) X (m +») dont le déterminant 
est = +1. Mais il est clair que cette matrice ||E|| doit avoir ici la 
forme particulière | 
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1 0 0 0 0 

0 1 i 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 
Pi1 Pis :-. Pim 11 61,2 +... Ein 
Pn,1 Pn,2 ++ Pnm En,1 En2 --+ Enr: 


Cette formule (1) renferme ainsi déjà la solution la plus générale du 
problème, mais on peut la mettre encore sous une autre forme en re- 
marquant que la matrice ||E|| peut se mettre sous la forme d’un produit 








ne ME hs 0 1 ROMANE ere Lu 6 D 
|: TR PTE PRE CRE: 0 Br bsrue D om 30,,e 0 
D es EU on OHOCH TU et PERS Logett - Dé : At er ee 
MO es 0 €1,1 -.. Ein | Qi,1 1,2 ... im A ROUGE à | 
0 0 .…. 0 En,1 …. En,n n,1 An, 2 ..…. An,m 0 0 0e à 




















où les g;,x peuvent avoir des valeurs quelconques. On obient facile- 
ment 


€1,1 ..….. Ei,n 





[CI = X |bir + Qi Qi, + Qi,o Qo,x +... + Gim Am, || 








En,1 .….. En,n 





RC CON | 
k=1,2,...,(m+n)l" 


où les 6; doivent satisfaire à la relation |e;,|=— + 1. 

Pour obtenir la solution particulière ||B||, on prendra d’abord une 
matrice quelconque ||"”::|| ou | M|| du type n X (m<+n), telle que le 
déterminant de la matrice 


ne soit pas nul. Par le procédé du n° 9 on pourra, sans changer les m 
premières lignes, en déduire une autre matrice du même type 
(m + n) X (m + n). et dont le déterminant est + 1. 
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16. Nous avons vu (Chap. II, n° 21) qu’on peut toujours trouver 
une matrice du type n X (n + 1) dont les déterminants ont des valeurs 
données, non toutes nulles. On peut se proposer d'obtenir toutes les 
matrices qui satisfont à ces conditions, mais nous traiterons directement 
le problème plus général : 


Trouver toutes les matrices du type m X (m + n) dont les détermi- 
nants ont des valeurs données. 


À cause des relations identiques entre les déterminants, les valeurs 
données ne peuvent pas être quelconques. Adoptons les notations du 
n° 8 et supposons que le déterminant A ne soit pas nul: on pourra se 
borner à considérer les mn + 1 déterminants A, A;»2+%. Ces détermi- 
nants-là ne peuvent pas même être des nombres arbitraires, il faut que 
les autres déterminants A’ qu’on en déduit par la formule (5) du n° 3 
soient aussi des entiers. Mais, cela étant, nous allons voir que le pro- 
blème est toujours possible et admet une infinité de solutions. 

En effet, prenons d’abord arbitrairement les m premières colonnes 
avec la seule condition 


[&ik| = À (4m Ek,2,...,m), 


alors on pourra déterminer les autres colonnes comme au n° 3; il est 
vrai que ces autres éléments 


Ai,m+k = (Qi,1 Ai,m+x + Gi,2 A2,m+x +... + Gim Amm+x) : À 

ne seront pas des entiers; toujours est-il vrai que la matrice ainsi 
formée admettra pour déterminants les valeurs données, qui sont toutes 
entières. En multipliant les lignes horizontales par A, on obtiendra 
une matrice dont les déterminants sont proportionnels aux valeurs 
données. On peut alors déduire de là (par le procédé du n° 9) une autre 
matrice dont les déterminants sont encore proportionnels aux valeurs 
données, mais dont le plus grand diviseur est 1. Soit 


8 || 
cette matrice, si d est le p. g. c. d. de tous les déterminants de la 
matrice cherchée, l’expression la plus générale de cette matrice sera 
ICI XIB 1}, 
où ||C]|| est une matrice quelconque du type m X m, dont le détermi- 
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nant est = + d. En prenant en particulier pour les a;x(i,k—1,2,...,m) 
les valeurs suivantes 
U1—=02=...—=m—im—1—=], Œn,m—= À ; 
aix =0, ik, 
on trouve que les déterminants de la matrice 


FA à RER Ai,m+1 Aim+2 +. Ai,m+n 
D, 4 7/0 Aumt+i À92m+2 ++. Aamtn 
0 0 REED A Am, m+1 An, m +2 …. Am,m+n 


sont proportionnels aux déterminants de la matrice cherchée; on 
pourra donc en déduire la matrice || B||. 

Si l’un des déterminants donnés divise exactement tous les autres, 
on le prendra pour A; dans ce cas, on peut écrire la matrice ||B|| sans 
aucun calcul. 

Une autre méthode. pour trouver cette matrice ||B|| est la suivante; 
considérons le système d'équations linéaires homogènes dont la ma- 


trice est 
A 1,m+1 À92,m+1 CE À mn, m +1 — À 0 .. 0 
Ai,m+2 A 2,m+2 .. Am, m +2 0 — A PAR 0 
Ai,m+n Ao,m+n ….. Am,m+n 0 0 +. —ÀA 


La matrice formée par un système fondamental de solutions de ces 
équations sera une matrice du type m X (m + 1); ses déterminants se- 
ront proportionnels aux valeurs données et le plus grand diviseur de 
cette matrice est — 1. C’est ce qui résulte immédiatement des propo- 
sitions établies précédemment, si l’on se rappelle le théorème VII et 
sa démonstration. | 


17. Soit | A||—=||a;4|| une matrice du type m X (m—+n), dont le 
plus grand diviseur est 8, ||C||=|\c;x|| une matrice du type complé- 
mentaire n X (m + n), telle que 
1,1 Ai,m+n 

D ni 40m: series 
C1,1 .. Cim+n 
Cn,1 ++. Cnim+n 
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Nous savons qu’il existe de telles matrices (voir n° 15). 

Soit ensuite | B||=||6;:| une matrice du type n X (m + n), formée 
par un système fondamental de solutions des équations linéaires homo- 
gènes 

iii... + GimtnTm4n=0 
(= 1,2, ,.m) 


Les matrices |! B|| et ||C|| sont du même type; à un déterminant A; 
de la première on peut faire correspondre un déterminant A, de la se- 
conde, en supposant que deux déterminants correspondants sont for- 
més avec » colonnes de même rang (et prises dans le même ordre) 
dans les deux matrices. Cela étant, on a 


Y'aa. = + 1, 


la sommation s'étendant à toutes les paires de déterminants correspon- 
dants. Pour le montrer, remarquons que le plus grand diviseur de la 
matrice || B|| est l’unité: on peut donc former une matrice || D || — |! di x || 
du type m X (m + n), telle que 


di,1 +. dimyn 


dm1 -.. à 
(2 Snsainib 202 + 200 Jp 
b:,1 ... Di,m+n 








bn,1 .….. by,m+n 


En multipliant les deux déterminants (1) et (2), il vient 





Ai: ... Am,1 0 PES 0 
A: m de à Am mm 0 .. 0 
= +0, 
U1,1 ..…. Um, 1 V1,1 ... Vn,1 
Ui,n .…. Um,n , Vi,n …. Un,n 





Aix —=@x,1 di1 + Gx,2di2 +... + ax myndimin, 
Vik —=di1cx1 + bi2cre +... +biminCkmin;, 
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c’est-à-dire 


A,1 ... À 1 V1,1 p.e Un,1 
ER € D « ... ee r 0.7 = + 6, 
Ai,m se Am, m Viyn +. Vn,n 


Or, A, et Aa étant deux déterminants correspondants des matrices 
| A || et | D|| de même type, on a, d’après une propriété élémentaire 
des déterminants, 





A:,1 ... Am,1 
Re NET RON 2 dede 
A:,m .….. Am,m 
et de même 
U1,1 +... Un,1 
=Yaa. 
Vin .…. Dan | 


Mais tous les déterminants À, sont divisibles par 8; on a donc né- 
cessairement 


D'asAa= +6, D'asac=+l, C.Q.F.D. 


18. À l’aide de ce résultat, nous pouvons résoudre facilement le 
problème suivant : Étant donnée une matrice || A || du type m X(m+n), 
dont le plus grand diviseur est ô, trouver toutes les matrices ||D|| du 
même type et telles que 


DAaAa= +6, 


Aa et Aa étant deux déterminants correspondants des deux matrices. 
En effet, déterminons deux matrices ||B|| et ||C|| comme dans le nu- 
méro précédent. Si nous déterminons ensuite une matrice || D{|| par la 
condition 


D 
BTE 
nous savons que cette matrice fournit une solution de notre problème. 


Mais je dis qu’on obtient ainsi toutes les solutions du problème. 
Soit, en effet, || D || une solution quelconque, et posons 





D 
AE 
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On en conclut 


RG e+k=(Eaajx(E aa): 


or on a, puisque || D | est une solution, 


>. Ass £, 


et, d’après la proposition du n° 17, 
D'ara=+l; 


k=+# 1. 
Il est clair par là que le problème proposé est identique avec le 
suivant que nous avons déjà résolu dans le n° 15: Trouver toutes les 


donc 


matrices || D, telles que 

D 
= + 1. 

574 

On obtient ces résultats aussi en s'appuyant sur le théorème VIT, 


car la relation (1) du n° 17 peut s’écrire 


D'asae= +. 


Or, d’après le théorème cité, le dt ser A, : Ay est constant et égal 
à +6; donc 





et, ensuite, il est évident que les relations 


D'AaAa= +6, S'ArAs—=+ |, 


sont équivalentes. 


19. Nous terminerons ces considérations par quelques remarques 
sur le plus grand commun diviseur d’une matrice. 

Dans le cas d’une matrice du type 1 X n, le plus grand diviseur 
peut être défini aussi comme la plus petite valeur (sauf 0) que peut 
prendre la fonction linéaire | 

y Ci + A9 To +. + an&n, 


pour les valeurs entières de x,,æ,...,æ,. Il existe une proposition 
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analogue pour une matrice ||a;+|| du type m” X (m +n). Considérons 
les m fonctions linéaires 


Xi @i,1 %1 + Gi,2 Lo +. 4 + Gi,m4n Lm+n 
É=1:2,.:.:.4um), 


et m systèmes de valeurs de ces fonctions 


Aix ax dii+...Harmindimtn 
ot N. 


le déterminant |A;4| est toujours divisible par à, le plus grand divi- 
seur de la matrice ||a;x||; mais nous savons, par l’analyse précédente, 
qu'on peut toujours choisir les d;, de manière que ce déterminant 
devient égal à + 6. 

Par conséquent, à est aussi la plus petite valeur (sauf 0) que peut 
avoir le déterminant formé par m systèmes de valeurs des m fonctions 
linéaires X:. RE 


20. Soient |\a;,4|| ou I A || une matrice du type m X (m+n), || Ap| 
la matrice du type m X p formée par p colonnes de || A. Nous sup- 
posons p < m. Désignons encore par d, le plus grand diviseur de || A, ||, 
et par D le plus grand commun diviseur de tous les déterminants de 
| A || qui renferment les p colonnes de || A, |. Il est clair que D est un 
multiple de d,. Nous allons montrer que tous les déterminants de || A | 


sont divisibles par 
? 


Pour simplifier un peu la démonstration, nous supposerons que || A, | 
est formée par les p premières colonnes de || A. Nous avons à dé- 
montrer qu'un déterminant quelconque A de ||A| est divisible par 


D . : . - 
re Si ce déterminant À a un certain nombre r de colonnes communes 
£ 


avec | A,||, nous pouvons encore supposer que ce sont les r premières 
colonnes de || A, |. Cela étant, nous désignerons un déterminant quel- 
conque de || A|| par le symbole 


LA; do, 23 An]; 


où 4,2,...,1n indiquent les rangs des colonnes de || A || qui figurent 
dans le déterminant. 
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En ajoutant à la matrice une (m + 1)è%° ligne 
i1s Gi,2s +++ Ai,m+n) 
on obtient une matrice du type (m + 1) X (m + n), dont tous les déter:- 
minants sont nuls. En développant un tel déterminant comme fonction 
linéaire des éléments de la dernière ligne, on aura, par exemple, 
C2, 3,...,D; À; do de > Âm—p+1]@i,1 + Foi + C1, 2... P— l, di do - «3 Âm — p+1]di,p 
+[1, 2, .… D; b, b, . 23 Me DE ÈT au T .. +[1, Ne 2 l, b, .. > À —p] di,m—p+1 — 0. 

Les indices 1,, L,... sont ici et dans la suite toujours > p. 

D'après notre notation, d, est le plus grand diviseur de la matrice 
| A, |, formée par les p premières colonnes de !| A |. Il est clair, d'après 
cela, que ce qu’il faudra entendre par dp-1, dp-2,..., d,, ce sont les 
plus grands diviseurs de matrices que nous pouvons désigner par 
LA,-1ll, ll Ap-oll,...,l| A lk Dans l'identité que nous venons d'écrire, 
on peut prendre i=1,2,...,m. | 

Si l’on élimine alors entre p des équations ainsi obtenues les quan- 
tités qui multiplient ai1, aie, ..., @ip—1, il viendra 

[1, 2, ..,P—]; À; db... Âm—p+1] Ap + 
+ (1, 9,...,2, des dgnocsÂm 041] Ab He HD, D dose 15 dm — p] a" -?#1=0, 
Ici A, est un des déterminants de || A,||, et il est clair que dd, 
.…, A#7?+#1 sont tous divisibles par dy 1. Donc 

[1,2, CES ‘durs 1, A5 do ss Âm—p +1] A» 

est divisible par D X d,-1. Mais A, peut être un déterminant quel- 

conque de || A,||; par conséquent, 
[1, 2,...,pP— 1,4, do; ss Âm-p+1] dp 

est aussi divisible par D X d-1, c’est-à-dire 
[1, 2, ARV ES 1, À, b, ...) lé 1541] 


est divisible par —X%-1. 
? 


En laissant de côté maintenant la pi» colonne de |A, on a les 
identités Gi 
L2,8,,p— 1 does mp+ eat +... 01,2,...,p—2, de, mp4] dpi . 
LU, p— 4 lo de cs dn pales He HOUR 00 dde crlne til, = 0 
11 2,..., 0 
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En éliminant entre p — 1 de ces relations les coefficients de a;1, &;», 
y Gips, 1 Vient 
[1,2,...,9 —9,4,4,...,m-p+2] Ap—1 + 
HITS 121... nul PUS. p—11,1....4,,1]849-/" 20, 
où A»-1 est un des déterminants de ||A,-_1|| et où A!_;, Aÿ_:,..., 
a”=?+? sont divisibles par d,-2. On voit donc que 
lus lhe.: 


L1 D . — d — L1 , 
est divisible par BXA? 7 Aer pe puisque A,-1 peut être un dé- 
p 





terminant quelconque de ||A,_.||, on en conclut que 
[1,2,...,p—2,l,4,...,1m-p+2]dp -1, 
doit être aussi divisible par le même nombre, c’est-à-dire 
[1,2,...,p—2,4,4, c.., Âm_p+2] 


D X dp-2 
dp 


PS nd ue 2 2 


est divisible par . En continuant ainsi, on reconnaît que 


est divisible par Par 


a. et enfin que [4, ,...,1»] est divisible par 
p 


D PA , / 4 4 
P RQ La proposition énoncée est démontrée. 
p 


D'après la démonstration, on voit facilement que, si l’on suppose 
que tous les déterminants de || A|| ne sont pas nuls, les déterminants 
de || A|| qui renferment les p colonnes de || A,| ne peuvent pas être 
tous nuls, à moins que tous les déterminants de || A, || ne soient tous 
nuls. D et d, sont alors indéterminés tous les deux. 


Corollaire I. — Lorsque d,—=1, D est le plus grand diviseur de la 
matrice || A ||. 
Corollaire II. — Lorsque le plus grand diviseur de la matrice || A || 


est —1,ona 
D=d, 
21. Considérons une matrice 
IB|l ou |b;x:1|, 
i=1,2,...,n, 
k=1,9,...,(m+4n), 
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formée par un système fondamental de solutions de 


di1%1 + Qi,2%9 +... + Gimpn mn =, 
(= À; OR 


Soient ||B,|| une matrice formée par p des colonnes de || B||, en 
supposant p <n, d? le plus grand diviseur de ||B, |. Soient ensuite à 
le plus grand diviseur de la matrice des a;x, et à, le plus grand divi- 
seur de la matrice obtenue en supprimant, dans la matrice des a;, 
les p colonnes qui correspondent aux colonnes de || B, |. Alors on peut 
énoncer le 


Théorème X. — Le plus grand diviseur d, est égal à + 


En effet, soient A, A’, A/',... les déterminants de ||B|| qui renfer- 
ment les p colonnes de ||B,|. Leur plus grand commun diviseur est 
dy, d'après le corollaire II du n° 20. Mais on a d’autre part, d’après le 
théorème VII, 


ADD, ADI AE vs 


D, D, D',... étant les déterminants de la matrice des a;x qui corres- 
pondent aux déterminants A, A’, 4/,.... Mais il est évident que ces 
déterminants 9, 9’, 9',... sont précisément ceux dont le plus grand 
commun diviseur est 6,, d'où la relation annoncée. 

Il faut remarquer pourtant que tous les déterminants de la matrice 
| B, || peuvent s’annuler : d, devient indéterminé alors. Mais il est clair 
que, dans ce cas, on a aussi 


D == 0"—=.,.:—=0; 


en sorte que à, devient indéterminé en même temps. Réciproquement, 
si &, devient indéterminé, il en est de même de d;. 

Nous avons supposé p < n, mais le théorème reste encore vrai dans 
le cas p—n, on retrouve alors un résultat connu (théorème VII). 

L'énoncé du théorème se simplifie un peu dans le cas = 1, et si 
l’on se rappelle l’espèce de réciprocité que nous avons signalée dans 
le n°5, on verra que, dans ce cas, p peut avoir une valeur quelconque 
plus petite ou plus grande que n. 
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Systèmes de congruences linéaires. 


22. Étant donné un système de m congruences entre inconnues 
(1) . . . Xi=adiititaisto+...+aintn—=0 (modM), 
on peut en déduire un système équivalent, soit en opérant une sub- 
stitution de déterminant + 1 sur les inconnues %,,%,,...,%,, soit en 
remplaçant les »m congruences données par m combinaisons 


(2) Xi=pi1X1 +pis Xo + “. + Dim Xm = 0 (mod M), 
1=1)2;4..,0, 

le déterminant des entiers p;4 étant encore + 1, en sorte qu’on peut 

exprimer réciproquement les X; par les X', 

En étudiant les équations linéaires indéterminées, nous avons em- 
ployé exclusivement le premier moyen, la substitution de nouvelles 
inconnues ; mais ce n’est qu’en opérant à la fois par les deux méthodes 
qu’on peut obtenir la plus grande simplification possible. 

En multipliant, dans le système (1), les premiers nombres par y,, », 

.., Ym et ajoutant, on obtient la forme bilinéaire 


F= des Qi,k Tr Yi 
i=1,2,...,m 
Hans 

Nous dirons que cette forme bilinéaire correspond au système de 
congruences donné. 

Une substitution linéaire sur les x, dans le système (1), conduira à 
un système transformé (1’), et il est clair que la forme bilinéaire qui 
correspond à ce système (1) s'obtient simplement en effectuant direc- 
tement la même substition sur les x, dans la forme F. 

D'autre part, si l’on remplace le système (1) par le système (2), on 


constate que la forme bilinéaire correspondant au système (2) s’ob- 
tient simplement en opérant dans la forme F la substitution 


Yi=Piif + Paie +... + PmiYm 
Hit... 0 
On voit par là que nous avons à étudier les différentes formes que 


peut prendre la forme F en opérant sur les variables x, y des substi- 
tutions de déterminants + 1. 
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23. On appelle, en général, forme en Arithmétique un polynôme 
homogène de plusieurs indéterminées x, y, 2, ... à coefficients entiers. 
Si une telle forme F prend une certaine valeur m, pour certaines va- 
leurs entières des indéterminées, on dit qu’elle représente le nombre m. 

En effectuant dans F la substitution à coefficients entiers 


xz=ax +by +cz +..., 
y = do% + by + C2 + ..., 
2 = ax + by + cz +..., 


on obtiendra une nouvelle forme F’, et l’on dit que F renferme F’, ou 
bien encore F’ est contenue dans F. Il est clair que tout nombre m 
qui peut être représenté par F’ peut être représenté aussi par F, mais 
le réciproque n’a pas lieu nécessairement. 

Le cas particulier où le déterminant de la substitution que nous ve- 
nons d'effectuer est égal à + 1 est le plus important. 

On peut alors exprimer réciproquement x’, y’, z',... comme fonctions 
linéaires à coefficients entiers de x,y,z,... et F est contenue aussi 
dans F'; on dit alors que les formes F et F’ sont équivalentes. 

Il est évident que deux formes équivalentes représentent les mêmes 
nombres. 

Ce qui caractérise une forme F dans ces considérations, ce sont ses 
coefficients; la notation des inconnues, au contraire, n’a aucune im- 
portance et l’on peut ainsi remplacer dans F’ les lettres x’, y', z',... de 
nouveau par Z,%ÿ,2Z,... 

L'un des problèmes les plus importants qu’on a à résoudre est main- 
tenant le suivant: Étant données deux formes F et F’, décider si elles 
sont équivalentes ou non. Et, pour compléter la solution, il faudra 
encore trouver, dans le cas où il y a équivalence, toutes les substitu- 
tions qui transforment F en F’. 

Plus généralement, on peut demander à reconnaître si F’ est con- 
tenue dans F, mais nous nous bornerons ici à ajouter quelques remar- 
ques sur les conditions d'équivalence seulement. 

Dans certains cas, la solution complète de ce problème se présente 
sous la forme suivante : 
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Pour que la forme F soit équivalente à F', il faut et il suffit que 
l'on ait 
h=l, ll, .…, L=lk 


Ici L,L,...,14 sont certains nombres qui dépendent d’une manière 
déterminée des coefficients de la forme F, et I,,1L,...,1; dépendent 
de la même façon des coefficients de F’. 

On peut dire alors que I,,L,...,1: forment un système complet 
d’invariants de la forme F, et, pour que deux formes soient équiva- 
lentes, il faut et il suffit qu’elles aient les mêmes invariants. 

On peut étendre facilement ces considérations au cas où la forme F 
dépend de plusieurs séries d’indéterminées, comme cela a lieu pour la 
forme bilinéaire du n° 22. Et l’on peut aussi considérer simultanément 
plusieurs formes F, G,... qui dépendent des mêmes indéterminées. 


24. Pour en donner immédiatement un exemple, considérons m 
fonctions linéaires 


Xi=Gi1%1+ai2te +... + aimtnÆm+n 
f=1,%,.:.,M), 


et un second système analogue 


AU: %1 + a,2 %o Le …. + Ai,m+n Tm+n 
Msolis,...,#) 


Comment pourra-t-on reconnaître si les deux systèmes sont équiva- 
lents ou non, c’est-à-dire s’il est possible oui ou non de les transformer 
l’un dans l’autre par une substitution de déterminant + 1? La réponse 
est ici immédiate d’après les développements du n° 10. En effet, nous 
savons que, par une substitution de déterminant + 1, on peut trans- 
former les X; dans les Y; 


Y =dy, 
Yo —= Bo,1 Yi + do Ye, 
Te — P3,1 Yi + B3,2 Ye hall 


Y, = BPn,1Y1 + Pm,2Y2 + ER —1Ym—1 + dmYm;, 


> 
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Où d,, d,..., dm Sont des nombres positifs, et 
OZ Bi,x < di LLTS DS PRE LENS à 3 à 

Ces nombres di, Bix forment maintenant un système complet d’in- 
variants, et, pour que deux systèmes soient équivalents, il faut et il 
suffit qu'ils admettent les mêmes invariants. 

En effet, si les deux systèmes sont équivalents, ils représentent les 
mêmes systèmes de »m nombres, et dès lors leurs invariants sont égaux, 
car nous avons remarqué (n° 10) que ces invariants dépendent unique- 
ment des divers systèmes de nombres représentés par les formes liné- 
aires. Cette condition de l'égalité des invariants est donc nécessaire 
pour l’équivalence, mais elle est aussi suffisante manifestement. 

On voit que la solution a été obtenue ici en transformant les formes 
linéaires X; dans les Y; qui affectent une forme particulièrement simple. 
Ce système des Y; pourrait s'appeler un système réduit; il est unique 
et le même pour tous les systèmes équivalents. 


25. Revenons maintenant à la forme bilinéaire 


F — » > di,k Cr Yi 
et el 
FE, 9,...10 
En opérant sur les xx, y: des substitutions de déterminants + 1, on 
obtiendra une forme équivalente 


F'= A >, @i,k Lx Yi. 


Nous allons montrer que, parmi ces formes équivalentes, il y en a 
toujours une, parfaitement déterminée, qui affecte la forme très simple 


€ Li Yi + 69 Lo Ya + + + Ep TpYp) 

et que nous appellerons la forme réduite. Ici e,,e&,...,e, sont des 
entiers positifs, e:_1 divise ex, et p est tout au plus égal au plus petit 
des nombres m et n. Ensuite on reconnaîtra facilement que la condition 
nécessaire et suffisante pour l’équivalence de deux formes bilinéaires 
consiste en ce qu’elles admettent la même forme réduite. On peut donc 
considérer les nombres e,,e,,...,e, comme un système complet d’in- 
variants de la forme bilinéaire F. 
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Considérons la matrice 
Iaikl ou |A, 


formée par les coefficients de F. Nous désignerons par d, le plus grand 
commun diviseur (pris positivement) des coefficients a;,x, par d, le plus 
grand commun diviseur des déterminants du second degré tels que 


i,k  Gi,i 








Ar,k Gr, 


de même, par d, le p.g. c. d. des déterminants du troisième degré, etc. 
Si tous les déterminants du degré p ne sont pas nuls, mais si tous 
les déterminants du degré p + 1 sont nuls, on aura ainsi la suite des 
p nombres 
Ms 0 1: ds, 


et nous supposerons alors dy+x—0. Il est clair que dx_ divise d, et 


nous posons 
_ de dy 
=, sr CRE ed Ep+r = (0. 





Ces nombres e sont des entiers, nous les appellerons déjà les inva- 
riants de F; nous verrons plus loin que e4_; divise ex; p est tout au 
plus égal au plus petit des nombres m et n. 

Soit maintenant 


laïkil ou 1|A’| 
la matrice formée par les coefficients de la forme F’ équivalente à la 
forme F, et d/ le p. g. c. d. des déterminants de degré k de cette ma- 
trice. Il est clair que tout déterminant de degré k de la matrice || A’| 
est une fonction linéaire et homogène de divers déterminants de degré 
k de la matrice || Al. Donc d/ est nécessairement divisible par d, et 
tous les déterminants de degré p + 1 de || A’|| sont nuls. Mais, pour 
la même raison, d4 doit être divisible par d/; donc 


dr = dr, 


et tous les déterminants du degré p de || A’|| ne peuvent pas être nuls. 
On voit par là que les deux formes bilinéaires équivalentes F et F' ont 
les mêmes invariants e,, €, ..., ep. 

L'égalité des invariants est donc une condition nécessaire pour 


360 SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


l’équivalence de deux formes; qu’elle est aussi une condition suffisante, 
cela résulte ensuite immédiatement de la proposition que nous avons 
énoncée déjà, d’après laquelle la forme F est équivalente à la forme 
réduite 
€ Li Yi + ea Lo Yo + + + Ep Lp Yp: 

En effet, d’après cela deux formes, dont les invariants sont égaux, 
sont équivalentes à une même forme réduite, et, par conséquent, aussi 
équivalentes l’une à l’autre. 


26. Nous avons à montrer maintenant comment on peut opérer 
cette réduction de F à la forme réduite. Considérons la matrice 


di,1 1,2 {1,3 ... Ain» 
A2,1 22 2,83 ... Un) 

°, 
Am,1 Am,2 Am,3 +++  Am,n- 


Par une substitution sur les +4, on peut d'abord réduire la première 
ligne à 
A LOUE à PR OL 
à, étant le p. g. c. d. de m1, &,2,...,@1n. (Il va sans dire que nous 
n'employons que des substitutions de déterminants = + 1.) 
Si après cela 6, divise tous les autres coefficients de la première co- 
lonne, on pourra, en remplaçant y, par une expression de la forme 


hi +o@Y +... +CmYm; 


sans changer Y, Yy ..., Ym, Obtenir une matrice transformée de la forme 
à 0 Wear. D 

EX SE D CON D MUR O Dso Des 1: On 
O D»,2 Om,3 .:.. Om,n: 


Mais si à, ne divisait pas les coefficients de la première colonne, on 
pourrait diminuer ce coefficient 6,, et le remplacer par 6, le p. g. c. d. 
des coefficients de la première colonne, en opérant une substitution 
sur les y, et annuler en même temps les autres coefficients de la pre- 
mière colonne. Si à, divise maintenant tous les coefficients de la pre- 
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mière ligne, on obtiendra encore une matrice de la forme (A), en rem- 
plaçant x, par une expression 
D + Co %o +... +Cn%n, 

sans changer %,, %3,...,%n. Au contraire, si à, ne divise pas ces coeffi- 
cients, on pourra le diminuer encore par une substitution sur les x. Il 
est clair qu'après un nombre fini d'opérations on obtiendra toujours 
une forme équivalente, dont la matrice affecte la forme particulière (A); 
mais on peut simplifier encore et obtenir une matrice (A), dans la- 
quelle 6, divise exactement tous les coefficients b;4. 

En effet, supposons que 6, ne divise pas exactement un des coeffi- 
cients b;4. Il suffira de remplacer x; par x: + x, pour voir paraître ce 
coefficient b;: dans la première colonne avec à. En reprenant alors 
les opérations de tout à l’heure, on obtiendra un Tableau du type (A), 
mais dans lequel le coefficient 6, a une valeur moindre. On voit donc 
qu’on peut diminuer ce coefficient tant qu’il ne divise pas tous les b;x, 
et, après un nombre fini de transformations, on tombera nécessaire- 
ment sur une forme équivalente à F du type suivant 








XL; Lo La Ln 
Ua 90 + ARE RRERRE : 
Yo 0 ba 2 D, 3  .. Dan 
Vs 0 bs,2 b3,3 ue Ds,n 
Ym 0 D, 2 Dm, 8 +. bm,n 


et dans laquelle le coefficient e, divise tous les autres coefficients b;,4. 
Et il est clair immédiatement que e, est le p. g. c. d. des coefficients 

aix. Si maintenant les b;; ne sont pas tous nuls, on pourra continuer 

la même réduction en opérant seulement sur les variables %,, %,..., Æn, 








Yes Y3s:+:3 Ym. On obtiendra ainsi une forme équivalente 
D D M it 0 
RS 0, oi 
Di. 0 2 
Ys | 0 O0 ns, +1. 50 
Ym 0 0 Cm, 3 ….. Cm,n 


où €, est un multiple de e, et divise tous les c:; 4. 
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En continuant ainsi, on obtiendra finalement la forme réduite 


€ Li Yi À 62 La Ye + + Ep Xp Yr 
Puisque e;_\ divise ex, il est immédiatement clair que le p. g. c. d. 
des déterminants de degré 4 de la matrice correspondante à cette 
forme réduite est 
em... = dx; 


d'où l’on voit que les e4 ont bien les valeurs indiquées précédemment. 


27. Dans la pratique, et s’il s’agit seulement de calculer les inva- 
riants, on pourra remplacer souvent avec avantage le procédé que 
nous venons d'indiquer par le suivant. Après avoir obtenu une forme 
équivalente 


TL; Lo La .'. © Ln 





H | À 0 55042: 0 
Ya 0 bo, 2 D, 3 °#e Do,n 
Ya 0 Ds,» Ds,3 A Dan 





Ym| O Dm,2 Dn,s ... Dn,n 

dans laquelle 6, ne divise pas nécessairement les b;,, on continuera 
la même transformation sur les indéterminées %,, %3,..., Æny Yo Yay es Ym 
De cette façon, on finira par obtenir une forme équivalente 


di Li Yi + de Lo Yo + «+. + Op Ep Yp) 
dans laquelle 6,, 6,, ..., 6, sont des nombres positifs, et qu’on pourrait 
appeler une forme normale. Il est clair que le p. g. c. d. des détermi- 
nants de degré k de la matrice correspondante, qui doit être égal à dy, 
est ici simplement le p. g. c. d. des divers produits 4 à 4 des nombres 


dis: Mag cévar 0p: 


d'où l’on conclut, d’après les explications du Chap. I (n° 8—10), que 
les invariants e,,&,...,e, sont simplement les nombres réduits de 
dj dy.) 0m Ayant ainsi obtenu une forme normale, on en conclut 
donc sans difficulté les invariants. On voit aussi que cette forme nor- 
male n’est pas unique comme la forme réduite, mais il existe toujours 
un nombre fini de formes normales équivalentes à une forme donnée F. 
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On peut montrer facilement, d’une façon directe, que la forme nor- 
male est équivalente à la forme réduite. Considérons pour cela une 
forme 

F = 0, % y + do Xo Yo) 
et posons 
(,,d)=d, |à,8|—=m, 
F'= dai yi + mx yo. 
On peut maintenant transformer directement F en F’ par les sub- 


stitutions 
Ham + pat, y ay +8, 
my +ôm, y —=7yyi+ dy, 
+. . 00— fr =i, 
ne Grid . 0 —Py=li1, 
En effet, les conditions du problème sont 
D PORN NON PS e# EX Ve 
D... . a} Lay) —0, 
ON . .. |... à fa La,0y—0, 
Mn... . . PP Laon 


Pour y satisfaire, on prendra, pour a’, y’, deux nombres premiers 
entre eux, soumis à cette seule restriction que 


(à, a’, à y’) —=(Ô,, à) = d. 


Cela peut se faire évidemment d’une infinité de manières ; le plus 
simple c’est de prendre a — 7 = 1. 

On cherchera ensuite deux nombres a et y qui satisfont à la rela- 
tion (3), puis on prendra 


dé 
p=—®?, 2=+4€, 


en sorte que la relation (5) se trouve vérifiée et en même temps la 
relation (1), car 








Won =ûcs Ty LE 
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Par suite de ces valeurs de $ et 6, la relation (6) revient à 


hey pre 
c'est-à-dire elle rentre dans la formule (2), car 6, 8, = md. Il suffit donc, 
pour achever la solution, de déterminer £/ et 8’ par les relations (2) 
et (4) qui donnent 


Re 


d 





pt, + 


Il est clair maintenant que, par une application répétée de la trans- 
formation que nous venons d'indiquer, on pourra transformer une 
forme normale 


di Di Yi + do Lo Ya + 2e + Op Lo Yp 


dans la forme réduite 
€ Li Yi À © Lo Yo + + + Ep Cp Yp. 

28. On peut énoncer le résultat principal que nous venons d’obtenir 
sous une forme un peu différente; mais, pour simplifier, nous suppose- 
rons m—n et le déterminant |a;x| différent de zéro, en sorte que 
p2=n. 

La forme bilinéaire 

n n 
F= Sd Sant = Xi +Xÿ+. + Xnÿn, 
1 1 
Xi=@i1%i + dat +...Lairtn 
est réductible à la forme réduite 
F=eatiyi+exy+...+Letuyn 


par les substitutions 


n 
“= Yes Try, W—= 2 fre 


Supposons qu’on ait 


n n 
ER. US. ea 
1 1 
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Si l’on substitue ces valeurs des y; dans F’, le coefficient de y; est né- 
cessairement égal à X;: donc 


Xi=e it +eQ:m+...+enQnitn. 
ou bien 
D . . .. .. . Xi=qih Hosits+... +onitns 
si l’on pose 
(EH), L'éh mail has TS Mia da. 
On voit donc que toute substitution 
Xi=aiit +aist+...+aintn 
(tai,8,...,4) 

peut être remplacée par trois substitutions successives, la première (I), 


de déterminant + 1 introduisant les variables t,,4,...,t,, la seconde 
affectant la forme particulière (IT), tandis que la troisième 


(III) PA OS COR CNRS D ET = D pin tr 
1 


a encore un déterminant égal à + 1. 

Il est à peine nécessaire de dire que, dans cet énoncé, on pourrait 
remplacer les invariants e,,€,...,e, par les coefficients à,, 6,,..., 0, 
d’une forme normale équivalente à F. Et le cas p < n n'apporte non 
plus une modification ; on aura seulement alors e; —0 ou x —0 pour 
k>9. 

Le nombre p que nous avons vu s’introduire dans l’étude de la forme 


bilinéaire 
F—= D 2 Gi,k Tk Yi 
( =1,23,..., 4 
tm i,8,....% 
s'appelle le rang de la forme bilinéaire ou de la matrice des a;,. 


Nous dirons quelquefois aussi que e,, &,...e, sont les invariants de 
cette matrice. 


29. L’invariant ex a été défini d’abord par le quotient dx: dx-1; 
M. Smith a obtenu encore une autre expression remarquable de cet 
invariant. 
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Considérons un déterminant quelconque du degré # de la matrice. 
Divisons ce déterminant par le p. g. c. d. de ces propres mineurs, 
soit E,4 enfin le p. g. c. d. de tous les quotients qu’on obtient ainsi; 
alors le théorème de M. Smith consiste en ce qu’on a 


Ex = Ce. 


Pour éviter toute ambiguïté, ajoutons que, lorsqu'un des détermi- 
nants de degré 4 est nul, on doit adopter toujours la valeur zéro pour 
le quotient obtenu en divisant le déterminant par le p. g. c. d. de ses 
mineurs, même si ces derniers étaient tous nuls. 

Il convient du reste, dans ces considérations, de regarder zéro 
comme le p. g. c. d. de plusieurs nombres qui sont tous nuls. C’est 
seulement avec cette convention que le principe du n° 6 (Chap. D) reste 
applicable au cas où l’on n'exclut pas la valeur zéro pour les nombres 
[NRC 

Nous allons démontrer d’abord un cas particulier du théorème de 
M. Smith. Supposons n 2 m dans la matrice 


1,1 .. Ai,n 














Am,1 .. Am,n 


nous ferons voir que E» — 6» — dm : dm—1. Nous pouvons supposer 
que d n’est pas nul, car on aurait, dans le cas contraire, E» —e»—0, 
et l’on peut écrire (voir n° 9) 


IAI=1BIX ICI, 


| B || étant une matrice du type m X m,||C|| une matrice du même type 
que || A || dont le plus grand diviseur est l’unité. On reconnaît aisément 
que les matrices || A|| et | B|| ont les mêmes invariants, car la forme 
bilinéaire de x,,2%,...,%n, Yi, Yo,..., Ym, dont la matrice est || B|| com- 
plétée par n—m colonnes de zéros, est équivalente à la forme bili- 
néaire dont la matrice est || A |. Nous savons de plus qu’on peut écrire 


CR Se Pro 
“ot 16 0 vièh, 5129 (1) 
IBI=lulx|" * olxlvl 
|: QUE : De : ARTS + 
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où |#|—=|v|=+1, donc 
Miss. 0 
lui x Al)" % © © xD, 
0 M LAPS | 
IDlI=|v|| X!|C|| étant une matrice du type m X n dont le plus grand 


diviseur est l'unité. 

Si l’on considère les divers déterminants du degré m — 1 de || A || qui 
renferment m — 1 colonnes données de cette matrice, on constate que 
le p. g. c. d. de ces déterminants ne change pas si l’on multiple la ma- 
trice par ||#||—1. On en conclut que le nombre E, est le même pour 
les deux matrices 


HA} et [ull-1x|IA; 


il suffira donc de prouver l'égalité Eh —e» dans le cas de la matrice 


ë 
0 


0 0 


€ 


0 


0 | 


0 


X ID ||, 











000 16 
obtenue en multipliant par &,e,...,en les m lignes de ||D ||. 

Soient || 6,1, || @,|,... les diverses matrices du type m X m con- 
tenues dans |D|; @,, 6,,... leurs déterminants; Ÿ; le p. g. c. d. des 
mineurs de || 6;|| qui ne renferment pas la dernière ligne; en sorte 


que LA est entier. Enfin, désignons par w; le quotient obtenu en divi- 
? 


sant le déterminant de 


ARE : NOTE: 
RU ee 9 

(1) ’ X || @:;|| 
0 05. € 














par le p. g. c. d. de ses mineurs; il s'ensuivra 
Em = (,, @, &3, ...). 
Mais il est clair que le p. g. c. d. des mineurs de (1) est divisible 
par 6 6...6m—1 = m1, Et, d'autre part, ce p. g. c. d. est un diviseur 
de dn_1 X Ÿ, (car dn_1 X Y5 est le p. g. c. d. des mineurs qui ne ren- 
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ferment pas la dernière ligne). Donc, w; divise e, 6; et est divisible 


Em Gi __ œ: ; 
par . = sr On a donc nécessairement 
t t 





(, #,...)=N x em, 


M ..% 
et, d'autre part, e. est le p. g. c. d. des nombres e,, 6; = w; B; 


(@ Bis Do Pas ++) = Em. 


Le nombre E,—(«.,, w,,...) doit donc être un multiple de N Xe» 
et un diviseur de e,, ce qui exige 


Næl!, Pau %és: C. Q. F. D. 


A l’aide de ce cas particulier, il est facile d'arriver au théorème 
général. 

Si, dans une matrice quelconque du type m X n, on se propose de 
calculer le nombre E;, on peut commencer par choisir 4 colonnes ver- 
ticales, puis diviser chacun des déterminants du degré k de cette ma- 
trice partielle du type m X k(m2Z k) par le p. g. c. d. de ses propres 
mineurs. Soit 4; le p. g. c. d. des quotients ainsi obtenus ; alors, d’après 
ce que nous venons de voir, 4; est le kième invariant de la matrice par- 
tielle. Par conséquent, 1; ne changera pas en effectuant sur y;, Yo, .…., Ym 
une substitution de déterminant + 1. Mais E4 est évidemment le p. g. 
c d. des divers nombres 1,, 4, ... correspondant aux divers groupes 
de # colonnes; donc E; ne change pas par cette substitution de y, y, 

.., Ym. Par le même raisonnement, on voit que E4 ne change pas en 
effectuant sur les x,, %,..., x, une substitution de déterminant + 1. Ex 
est donc le même pour toutes les formes équivalentes à F et, en con- 
sidérant la forme réduite ou une forme normale, on constate que 
Ex = e. 


30. La nouvelle expression des invariants conduit à plusieurs con- 
séquences importantes. Soient 


C1» C9, ... Ep 


les invariants d’une matrice || 4;4|| ou || A. Supprimons dans || A || une 
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colonne ou une ligne, désignons par || A’|| la matrice ainsi obtenue, 
et par 


ses invariants. [Il est clair que g£p et ensuite , est divisible par ex. 

Si, au lieu de supprimer une colonne, on avait multiplié les éléments 
de cette colonne par un nombre entier N, les invariants de la nouvelle 
matrie || A’//|| seraient 


ë, e& , .. ? Cp. 
et ex est divisible par e4. Soient en effet P; le p. g. c. d. des détermi- 


nants du degré # de || Al} qui ne renferment pas la colonne que l’on 
change, Qz le p.g. c. d. des déterminants qui renferment cette colonne, 











on aura 
dx = (Pr; Qx), = P4, dé (Px, NQu), 
dx—1 —=(Pr-1, Qx—1), dur Ph, dei —=(Pr-1, NQx-1): 
donc 
be (Fa N) — (Pas NQue NP) (Pes Nda) __ (Pa s); 
dx dx LE dx Pays dx su “de ) 
de même 
8-1 {Pr 
am, x} 
Puisque 
Pr, Pr =.0e 
EC 


est entier, il en est de même de 


Le... #0 VA ” 
dx . PR — Ck : Ole C. Q. F. D. 


Il est facile maintenant d'établir les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour qu’une forme bilinéaire 


G = »th4 bi, x Lx Yi 


soit contenue dans une forme 


FF Ma di, x Tr Yi. 


II 24 
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En effet, soient 


n 
= > ik T%) 
T 


= D Fix y 
1 


les deux substitutions qui transforment F en G. On reconnaît d’abord 
que le rang de G ne peut pas surpasser le rang de F, car un détermi- 
nant quelconque de la matrice ||b;4|| est une fonction linéaire et ho- 
mogène des déterminants de |\a;,x|. Chacune des substitutions qui 
transforment F en G peut être remplacée par une suite de trois sub- 
stitutions comme au n° 28. Les substitutions de déterminants + 1 ne 
changent pas les invariants, mais une substitution telle que 


bi €; Xi 


a évidemment pour effet de multiplier les invariants par certains nom- 
bres entiers. Les invariants de G sont donc divisibles par les invariants 
correspondants de F. On reconnaît facilement que cette condition, qui 
est nécessaire , est aussi suffisante. 


Théorème XI. — Pour qu’une forme bilinéaire G soit contenue dans 
la forme F, il faut et il suffit que le rang de G ne surpasse pas le rang 
de F, et que les invariants de G soient divisibles par les invariants 
correspondants de F. 


Ce résultat comprend aussi le cas de l’équivalence. 


31. Considérons maintenant les systèmes de congruences linéaires 


(1) (di +ai2to +... +aintn=Ui (mod M) 
os ou (t=mliiis on) 


Désignons par 








les invariants de la matrice du système et ceux de la matrice complétée. 
Nous supposons que d, ne soit pas nul. 
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Posons 
= (M, ei), yi=(M, £i); 
Cæétsile = }y1572...7Yn) 


alors on peut énoncer 
Théorème XII. — Pour que le système (1) admette des solutions, 
il faut et il suffit qu’on ait 
C=Fr. 


Si cette condition est satisfaite, le nombre des solutions est exacte- 
ment = C. 


En effet, d’après le théorème VIII, le système (1) admettra des so- 
lutions seulement dans le cas où les plus grands diviseurs des deux 
matrices 














M 0 0 0 1 Q,n 
0 M 0 O0 ni A2,n 
0 0 0 M a1 An,n 
et 
HE 0 0 0 di,1 Ai,n U1 | 
GE 0 0 2,1 Un Ua | 
ci do . M a: Ann Un | 
sont égaux. 


Mais le premier de ces nombres est évidemment égal à 


2, "6,i;.,Ma,-:,4, 
RAT a, MNT... Les... 88 - 1" ea... 8) 
= (M, €) X (M, €) X ; X (M,e»)=C, 


et le second de ces nombres est pour la même raison — Fr. La première 
partie du théorème est ainsi démontrée. Pour obtenir le nombre des 
solutions dans le cas C=F, il suffit de rappeler que, par une substi- 
tution de déterminant + 1 


n 
Li — > di,kVk; 
1 
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et, en remplaçant les équations (1) par des combinaisons convenables, 
on peut obtenir un système équivalent de la forme 


eV; = fi (mod M). 
Or le nombre des solutions de ce dernier système est évidemment 
He XML ex . X(M,24—-€. 
Il est à remarquer que »: —(M, si) divise c; =(M, es), car &; divise e.. 
La condition C=T exige donc qu’on ait 
co —. er 2 
32. On peut donner au théorème XIT une autre forme en supposant 
décomposé en facteurs premiers le module M. 


Soient u, ax, ax les exposants des plus hautes puissances d’un nombre 
premier p, qui divisent respectivement M, dx, dx. Alors on a 


(A) - . . . an—an-12=24n-1 —@n-22... 24 — Gr; 
(2) . . . . an—an-124n-1 —Qn 22... 20 — Go; 
6 

(4) . ou ee à Gk— x 124% — 4x1, 


car nous savons que les rapports 
Ex+1!0k, Ek+1Ek, Àk'Ôk, Ek°Ek 
sont des entiers. 
La condition 
(dn, dn1M, dn-2 M2,..., M") =(ôn, ôn-1 M, ôn—2 M?, ..., M") 


devient maintenant pour chaque nombre premier p qui divise M 


(5) (pr, p° n1 T4 pan-2t2k ee ,D"4) = (p°7», ptn-ith, pan-2 24, ie sprl 

Supposons que, dans la série (2), le premier terme plus petit que 
soit a,—a,_,; alors la relation (5), qui exprime la condition néces- 
saire et suffisante pour que les congruences admettent une solution 
pour le module p#, devient 

a —0.. 

et le nombre des solutions est alors pts+(#-0)#, C'est ce que l’on trou- 
vera par une discussion facile en s’aidant des inégalités (1), (2), (3), (4). 
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D’après cela, si l’on avait u > ay —ay _1, la condition devient a,—=û» 
et le nombre des solutions est p%». Ainsi, dans ce cas, il suffisait de 
calculer d, et ô:. 

On voit facilement que si, dans la série 


An—An=An—1—An-12... 24 —a 20, 


ax — ax est le premier terme égal à zéro, p**+1-—4x est la plus haute 
puissance de p pour laquelle, comme module, le système des congru- 
ences admet des solutions. 

C'est seulement pour préciser les idées que nous avons supposée au 
n° 31 que le déterminant d, du système (1) n’était pas nul. 

Et aussi, à proprement parler, ce n’est pas là une restriction, car, 
en ajoutant des multiples de M aux coefficients, on peut toujours faire 
en sorte qu'il en soit ainsi. 

Mais la plus légère attention suffit pour reconnaître que le théo- 
rème XII est général et reste vrai même dans le cas où l’on aurait 
dp+1=0, à condition seulement de se conformer à notre convention 
de prendre dans ce cas 


Ep+1=lp43—=... —=en—=0, 


et de même pour les invariants de la matrice complétée 


33. Considérons maintenant le système 
Qi,1 Li + Gi,2%0 +... +; min min = Ui (mod M) 
= 2 on) 
Désignons comme au n° 31 par 
d; Ô; 


ei —= LG 
i— 1 


di-1? 
les invariants de la matrice complétée, puis posons 
Ci =(M,e), Yi—=(M, ci), 
C=C,Cg..Cn) 
= yo... Yn 








La condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait des solutions 
est alors encore 
Cr 
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mais le nombre des solutions est C X M". En effet, on obtient un 


système équivalent 
ei vi=fi (mod M), 
il soucis M 


et Un+t1, Un+2 +) Un+m restent arbitraires. 


34. Soit enfin le système 


diiti+ai2t2 +... +aintn—=©u; (mod M), 
(= 1,9... m0). 


et désignons toujours par 








di 

L'nbr MR tust,+ 0 
di 

= CÉ-DSS PER 
i—1 


les invariants de la matrice complétée. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait des solutions 
s'obtient à l’aide du théorème VIII sous la forme 

| 6 (Mrtm,Mrtm-1iq,, Mr", ..., M° du) 
(D  ) npntm, Mntm15,, Mntm-28,,...,Mm-18,4) 
ou, après une réduction facile, 
(a!) | MX(M,e)X(M,&4) X...X (M, eh) 

=(M,e) X(M, 6) X... X (M,en+i). 

Mais puisque (M, ex) divise (M, ex), on a nécessairement 

Éd rs dures irte nie SEE (mod M). 


Par conséquent M” 6, divise M”"—16,41, et au lieu de (a) on peut 
écrire 
(Mr+m,Mr+m-1q,...,M"d,) 

—(Mn+m, Mntm-16,, ..., M"Ô,), 
ce qui revient encore à 
RTS ns ds lt hs CR 
si l’on pose comme précédemment 

C=(M,e)X(M,4)X...X(M, en), 

r=N, XX. XX 
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Pour qu'il y ait des solutions, les conditions (1) et (2) sont néces- 
saires et suffisantes. Le nombre des conditions s'obtient sans difficulté ; 
il est égal à C. 


85. Les méthodes développées à partir du n° 22 permettent de re- 
trouver avec facilité la plupart des résultats obtenus dans la première 
Partie de ce Chapitre. Nous nous bornerons à déduire de cette façon 
le théorème VIII sous une forme plus générale. Considérons donc les 
équations non homogènes 
(1) did aim +... + ain Œn + Gin+1 = 0 
Gam+t,2,...,m) 
sans faire aucune hypothèse sur m et n. Soient || A || et || A’|| la matrice 
du système et la matrice complétée. Si l’on prend # des m équations 
et que l’on considère tous les déterminants du degré 4 qu’on peut 
former avec leurs coefficients, ces déterminants appartiennent en partie 
à la matrice ||A/|. Mais, si le système (1) admet une solution, on 
pourra remplacer les a;,+1 par leurs valeurs 


— (ai1t + aie +... Lainxh), 

en sorte que chaque déterminant de || A’|| s'exprime en fonction linéaire 
homogène des déterminants de ||A|. Dans tous les 4 équations, le 
p. g. c. d. des déterminants de || A|| est donc égal au p. g. c. d. des 
déterminants de || A’|. D’où l’on conclut le p. g. c. d. de tous les 
déterminants du degré k est le même pour les deux matrices || A || et 
| A’|. Ce sont là des conditions nécessaires pour que le système (I) 
admette des solutions. Mais ces conditions ne sont pas toutes indépen- 
dantes, comme cela résulte du théorème suivant : 


Théorème XIII. — Pour que le système (1) admette une ou plusieurs 
solutions, il faut et il suffit que le rang p de |A || soit égal au rang 
de || A’|, et que le p. ©. c. d. des déterminants du degré p soit le même 
pour les matrices || A || et || A’ ||. 


Nous avons à démontrer seulement que ces conditions sont suffi 
santes. Or, par une substitution 


n 


3. "di 


Li — 7, ik Vk; 
1 
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et en remplaçant les équations (1) par des combinaisons convenables, 
on peut obtenir un système absolument équivalent 


(an+u—=0, eum+w—=0, ...,  ep0p+up=0, 
Up+1=0, Up+2=0, 5) Un == 0, 


(1) 


Dans cette transformation les rangs de || A | et de || A’||se conservent, 
de même que les p. g. c. d. des déterminants du degré k. Puisqu’on 
suppose que le rang de || A’|| est —p, les déterminants du degré p + 1 


CE 62... Ep Up+1;, CE, E... CpUp+2; ….., CE 02: Cp Um 
doivent s'annuler ; donc 
Up+1=Up+2—=.. MS À: 


ce qui montre que les équations (Il) ne sont pas incompatibles. De 
plus, les déterminants du degré p de la matrice || A’|| transformée 


C6... Cp) U Co €g ee. Cp) Ci Uo Eg + . . Ep; ….., CE Ce + Ep —1 Up 


doivent être divisibles par e, e, ...en. Donc %,, %,..., %, sont divisibles 
par &,@,...,e9 respectivement, en sorte que les équations (IT) sont sa- 
tisfaites par des valeurs entières de v,,%,..., Up. C. Q. F. D. 

La plupart des résultats de ce Chapitre sont dus à M. Smith; un 
seul, le théorème VIII avait été obtenu antérieurement par M. I. Heger. 
Le même sujet a été repris ensuite par M. Frobenius qui a introduit 
la forme bilinéaire. Le Mémoire de M. Frobenius contient encore 
d’autres applications intéressantes à la théorie algébrique des formes 
bilinéaires. 
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(Q. J. Math., London, 24, 1890, 370—382.) 


Sur quelques intégrales définies et leur développement 


_en fractions continues. 


1. Je vais considérer d’abord l'intégrale 


+ SCRNNRSS 2 fl (cos ù + a sin u)" sine 2" du = f(m, n), 
0 


m et n étant des entiers >0. 
En développant 


(cos # + a sin u}" sin” u, 


suivant les sinus et cosinus des multiples de , il faut distinguer deux 
cas, selon que m+n est pair ou impair. 
Dans le premier cas on obtient une expression de la forme 


a + a! cos 2u + a” cos 4u +... + aË) cos (m + n) w 
B' sin 2u + 8" sin4u +...—+ BA) sin(m+n)u, 


et dans le second cas une expression de la forme 
a cos # + a cos 3u +...—+ a) cos(m+n)u, 
+ 8 sin w + B' sin 3u + ...—+ BU) sin (m + n) u. 
Ayant ensuite 


_. x Le x p 
COS pue T4 Qu = ———— si UE TU QU—= —— ——© 5 
J # Frpod” a+ p 


on reconnaît que f(m, n) est une fonction rationnelle en x, dont le 
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dénominateur est du degré m+n+ 1, et le numérateur d’un degré 
inférieur à m + n + 1. Ce dénominateur est pour m+n pair 
= 2 (2? + 22)(x° + 42)... {2x L(m+n})}, 
et pour m+n impair | 
= (2? + 12) (x? + 82) (2? + 5°)... Ex? + (m + n}1. 

On voit par là que f(m, n) est développable en série convergente 
suivant les puissances descendantes de x, tant que x est suffisamment 
grand (x>m—+n). Or pour obtenir directement ce développement, 
il suffit d'écrire 

(cos u + a sin uw)" sintu—=u"+au+tlitaurtit.,,, 
d’où l’on conclut 


fm, n)=1.2.38...n. ET en L PACE IICE ele LEE F 





Par conséquent le numérateur de f(m,n) est du degré m et le coef- 
ficient de 2" est 1.2...n. En écrivant 


A 


RL. f(m,n)=1.2.8...n. 


où 
B=— x (x? + 2?) (x? + 42)... fa? + (m + nŸ} lorsque m+n pair, 
B— (2? + 12) (x? + 87)... 2x? + (m + n}3 lorsque m + n impair, 
le numérateur A est par conséquent un polynôme du degré m en x, le 
coefficient de x" étant l’unité. 

Voici maintenant ce qui paraît être la manière la plus simple de 
définir ce polynôme A. 

A est le dénominateur de la fraction continue 

l (m—1)(n +2)(a + 1) (m—2)(n + 3)(a° +1) 
z+(n—m+2)a+ z+n—-m+4a+ x+<(n—m+6)a+ 
l.(n+m)(e +1) 
 æ+(n+m)a 


(3) 








Ainsi pour 
m—=0, Al=l, 
m=1l, A=x+(n<+ti)a, 
m=2, A=(x+na)ix+(n+2)ai—+i(n+2)(a +1), &c. 
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2. Pour établir ce résultat, je remarque d’abord que l'intégration 
par parties donne 


—x%u 


F e 
f(cosu + a sin u)" sinue—?" du—=— ù 





(cos w + a sin u)" sin” # + 


He Ze Je-svçn (cos # +- a sin uw)” sin” —1% cos 4 +- 
+ m (cos u + a sin u)"—1 sin" # (a cos u — sin w)] du. 
La quantité entre [| ] qui multiplie e-*# sous le signe : dans le se- 
cond membre peut s’écrire 
(cos # + a sin u)"—1 sin" 1 ÿ{n (cos w + a sin u}? + 
+ a (m — n) sin u (cos # + a sin w) — m (a? + 1) sin? uw}, 
en sorte qu’on obtient 
xfim,n=aim—mf(m,n)+nfim+1,n—1) — 
É: —m{(a@ + 1)f(m—1,n +1), 
lorsque n > 0, et pour n—=0, 
(5) . . . xf(m,0)=amf(im,0)+1—m(& +1)f(m—1, 1). 
On voit que la relation (4) reste encore vraie pour n—=0, si l’on 
adopte cette convention de remplacer alors 
nfim+1,n—1) 
par l'unité; c’est ce que nous ferons désormais. On a ainsi 
(6) [x+a(n—m)lf(m,n)=nfim+1,n—1)—m(a+1f(m—1,n+1), 
et cette relation reste vraie même pour n—0 ou m—=0. 
Posons 


(4) 


f{m, 1) 
nfim+1,n—1 





p(m,n) = 


donc 


a _fim—1,n+1) 
PRES PET TE 0 


p(m, 0)=f(m, 0), 





1 
bn TT 
la relation (6) pourra s’écrire 


1 
z+n—matmnE+D(@+Dpm—1,n+1 





p(m,n) = 
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d’où l’on conclut pour m—0 la valeur explicite de (0, n) et dans le 
cas général : 
1 m (n + 1) (a? + 1) 
Haba æ+(n—m)a+ x +(n—m+2)a + 

qm—lin+2(@+nD  1m+m@+1 

x+n—m+t4a+ """ xz+n+m)a 
La valeur de w(m, n) est donc de cette forme 
P(m,n) 
QU, n) 
P(m,n)=x"—+ ..,Q(m,n=x"+1—+..., étant des polynômes des 
degrés m et m + 1 respectivement. Lorsque n —0, la formule (7) 
. donne directement la valeur de l'intégrale 





(7) 








(0)... so NME AOUR, N) = 


['(cos u+asinu)"e-*“ qu 

‘0 
sous la forme d’une fraction continue. Mais il est facile maintenant 
d’obtenir l'expression générale de f(m, n). 

En effet ayant 
fim,n)=np(im,n)fim+1,;n—1, 
on en déduit | 
fim,n)=1.2.3...n.p(m,n)g(im+il,n—1)...p(m+n—1,1)f{m+n,0), 
—=1.2......n.p(mn)p(m+i,n—1)...p(im+}+n—1, l)p(m+n, 0), 

ou encore 


Pim,n) ,,Pim+l,n—1) P(m+n,0) 
"Q(m,n) ° Qim+l,n—1) Q(m—+n, 0) 


Mais si l'on écrit les fractions continues, on reconnaît immédiate- 








NL. S...h » ph 


ment que 
Q(im,n—=P(m+1,n—1), 


en sorte que l'expression précédente se réduit à 


P(m,n) dE 4 CT Qim—1,n+1 
‘Qim+n,0 ‘"‘"""  Qim+n,0) 

C’est là le résultat que nous avons annoncé; il est à peine nécessaire 
de dire que Q(m+n,0)=B 


7 .fM,N=æ=1.3...n 
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3. On obtient des résultats analogues en considérant l'intégrale 


[ (cos u + a sinh u)" sinhue-*“qdu—="#F(m,n), 
0 


et il suffira d'indiquer ici les résultats auxquels on est conduit, 


F(m,n) s 1 m (n + 1) (a? — 1) 
nFim+Hi,n—1)  c+(n—m)a+ x + (n — m + 2) a + 
(m — 1) (n + 2) (a? — 1) Lu+m@—1, 


xHEin—m+4a+ xz+in+ma 


et si l’on représente cette fraction continue par 





(10) . 








PTE 
(11) Frs 
on a 
(sr M M ns ns 22 à D 





| Qim+n, 0) 

la valeur de Q(m<+n,0) étant 

— x (a? — 22) (x? — 42)... fa? — (m + nÿ} 
ou , 
— (a — 12) (a? — 82) ... $a? — (m + nŸ} 


(13) 





selon que m + n# est pair ou impair. 

_ILest à remarquer toutefois que la condition que m et n sont des en- 
tiers, n’est point nécessaire ici, car si l’on suppose aZ—1,coshu + asinhu, 
ne s’annule jamais et m peut même être négatif. Ainsi si l'on prend 
n—0 et qu’on remplace m par —m, la formule (10) donnera 





(cosh u HE a sinh w" x + ma + æ + (m + 2) a + 


2 (m + 1)(1— a?) 8 (m + 2) (1 — a) 
x+(m+4a+ x+(m+6)0a+ ne 


Il serait facile de démontrer que cette fraction continue est conver- 


1: eu qu 1 m (1 — d) 
(14) | 0 
| 





gente si l’on suppose 
x>0, m20, 1=a2z0, 


mais ici nous laisserons de côté systématiquement les questions de con- 
vergence , sur lesquelles nous reviendrons dans une autre occasion. 
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Dans la suite nous aurons besoin d’un cas particulier de la formule (14), 
posons a—=0,m—2, 





2 7 1”1:224,84,4 
sé huÿfe-#*au=2x | tehue-zuqu = — TT 
Fr. La stetatet 
on bien 
% 1 1:35 5.5 0.1 
—xu — 
J tebue Ne” PEN Lr: ::: 
0 
ce qui peut s’écrire encore 
1 6 D. 8.42,5 





(L5) s : tghue**du — B+2— +28 + 2.5— 
0 


4. Nous chercherons maintenant le développement en fraction con- 
tinue de l'intégrale 


e— Tu qu. 





® sinh (&u) sinh (bu) 
I=f c-———— 
Î sinh (c 4) 


Il est clair d’abord qu'on a 








sinh (au) sinh (bu) _ | ,5,4@ je @ AR 
bon M Los" Pistes" par" t- 
et l’on reconnaît facilement que ax est un polynôme  . du de- 
gré k en a, b°, c. On en déduit 


D Jai -h+t tt. 


et l’on pourra par conséquent développer I en fraction continue de la 
manière suivante 
a b 
PE UN ES PE 9e 
C’est ce développement que nous voulons obtenir. 
Voici une première observation dont nous aurons besoin. Lorsque a 


sinh (au) 
sinh (cu) 





(17) 


est un multiple exact de c, a=nc, on sait que est un poly- 


nôme du degré n — 1 en coshc, ou encore 


sinh (au) 
sinh (cu) = « C08h (a — 1) cu + a’ cosh (n — 3) cu + a” cosh(n — 5)cu +.….., 
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Pa 


et il est très facile de conclure qu'en ce cas I est de la forme Q 
n 
P, étant un polynôme du degré n—1, Q, un polynôme du degré n 
en x. Ainsi dans ce cas on doit avoir u, —0 et la fraction continue 
est finie. Il est clair qu’il en est de même lorsque b=nc. 
D'après la formule (16) il s’agit de réduire en fraction continue la 
série 


Pour cela on calculera d’abord 
is=s+s— + it. 


et d’après ce que nous avons dit des az, il est clair qu’aussi 8, sera un 
polynôme homogène du degré k en a, b?, c?. Mais nous venons de voir 
que pour a— € ou b= 6? Bo, Bs, Pa, -.. S'annulent. Donc ,, Bs, Ba; 
sont tous divisibles par (c? — a?) (c? — b?) et d’ailleurs B, ne peut s’en 
distinguer que par un facteur constant. 
En posant donc 
LS + Bi — rs 
on aura 


LG +a— hr .….., 


8x étant encore du devré k en a, b?, c. Or d’après ce que nous avons 
dit &, 85, di, ..., doivent s’annuler pour a? = 4€? ou D = 46. Ces 
coefficients sont donc tous divisibles par (4c?— a?) (4c?— b?) et à, ne 
peut en différer que par un facteur constant. En posant donc 


1: S—% + à — d So, 
on aura 


1 € £. £ 


& étant encore homogène et du degré 4 en a, b?, c?. 
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Il est clair que l’on peut continuer ce raisonnement, pour arriver à 
ce résultat que dans la fraction continue (17) on a nécessairement (si 
l’on fait encore attention à la symétrie par rapport à a et b), 


n = Dn € + Qn (a? + D?), jun = Tn(n?c? — a?) (n° c? — b?), 


Pns ns Tn étant des quantités purement numériques. Pour les obtenir 


je pose d’abord c—0, ce qui donne 
je, 
u 
0 
ab r 4° b°? ra b° 


MEET EEE TTC EE ETTE ENS 


mais l'intégrale définie est égale à 





3/ GE) u-— 1 e—?u du — 4 lé st ee Line eau, 


"0 ‘0 
et en développant les cosh suivant les puissances de # on trouve sans 
difficulté que la valeur de l'intégrale est 


EE M El a as) 
b—2ab 


4 log - 


a — 


Or le développement en fraction continue de ce logarithme se dé- 
duit par un simple changement de lettres de celui bien connu de 


xz+ 1 , : “ 
log Er et l’on obtient ainsi 
ab 4 H ae 
D — QE — D — ——P— ——b— 
par conséquent 
+ Le 7. #7 4m —1 


Pour obtenir p, posons a=b=1, c—2, il viendra 


1 L:#F.8 83.42.56 


tghue-:" a ŒÆ= —_— re ES 
| ‘ ” LC + 4po—2— À + 4p, —9— 2 + 4m —92— 


0 
et la comparaison avec la formule (15) donne 
40 —2=2(2n +1), donc p, = 2n? + 2n + 1. 
Il 26 
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Ainsi nous avons 


+ sinh(au)sinh (bu) _,. ab Us 
59 . © snhco ‘ PSATRE HE — Ê+2 








ln = (Tr +2n + 1) € — a — b?, 
= cu (ni? ©? — a?) (n° © — b?). 


À ce résultat j'’ajouterai le suivant qu'on obtient d’une manière 
analogue : 


"MUR. : penis 6 à n° 
(19) . . | b Th Gu) © shdne 7 D sie 
9 
: rè 
Ân —= 121% b? — a). 


Pour a— 1, b—2, on obtient un résultat qu’on déduit aussi comme 
cas particulier de notre formule (14). 


5. L'intégrale (19) peut s'exprimer à l’aide de la fonction 
d 
y (x) = dx [log T'(x)], 


et il en est de même de l'intégrale (18) dans le cas particulier c =a +b. 

Nous allons indiquer les résultats qu’on obtient ainsi, maïs pour abré- 

ger, nous omettons la déduction qui, du reste, n'offre pas de difficultés. 
Considérons d’abord l’intégrale 


r® sinh (26 nie. su du, 


elle est égale à 
Ev(c+b)—4y(xz+1—b). 
Le développement en série suivant les puissances descendantes 
de x est 


+ ne an 





On a introduit ici les polynômes de Bernoulli 
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Le développement en fraction continue est 
à és + - Le ee 
(n+1—2b)(n—1+2b) 


in = Re 


“4(2n—1)(2n Li) 
En second lieu l'intégrale 





rs 2 sinh (bu) sinh (1 — b) u 


- e—?zu du 
sinh « 


‘0 
est égale à 
Llv(+d)+v(z+1—b)—wy(x) —y(x +1)] 
Le développement en série est 


__P106) __ p3() pb) 
Lg z* ea Es 


et le développement en fraction continue 


De _+b(1—b) Pi di Ps Pa A 


2H IH ÉFIF ÉFIF ETF 


__n(n—b)(n — 1—+b) 

WE 2(2n— 1) : 
n(n+b)(n +1—b) 

os: 2(2n +1) 


Si, dans la formule (20) on divise par b — } et qu’on pose ensuite 





b— #4, il viendra, en écrivant 


! As MEDEET 1 
rer sr PR es L 
1 KT 
(RSS scie cc: RASE + + 
FR — w 





4A(2n —1)(2n +1) 


le développement en série est 
Le “Nr À 1\B 
F(a+4)= —(1— 4) a+) (1%) + 


Où B,— #4, B = #5,... sont les nombres de Bernoulli. 
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On peut déduire de la formule (21) d'une façon analogue le résultat 





mn RE 
23 . AUX, —— —9%x— me 1 2 2 
8) t(x+ np z+az+z+ztzr 
_n(n+1) 
NT FES 
n(n +1} 
NES 4&n + 2 ? 
le développement en série étant 
1 58 5B 13 9B, 


6. Nous allons considérer encore l'intégrale 
(24) . f(a,B,k) = / (sinh uw cosh u)* F (a, B, y, — sinhu)e-*"du. 
0 


Ici 
F (a, 8,7, =1+ 8 + 


désigne la série hypergéométrique. he série n’est convergente que 
tant que z est < 1 tandis que dans la formule (24) l'argument de la 
série hypergéométrique varie de 0 à — æ. Mais on sait que 


(25) . . Falr—a=t+2 Far nr) 


et un argument négatif est ainsi ramené à un argument positif et infé- 
rieur à l’unité. A la vérité il aurait fallu appliquer cette formule (25) 
dans l'expression (24), c’est simplement pour abréger l’écriture que nous 
ne l'avons pas fait. 

Enfin dans le premier membre de (24) nous n'avons pas indiqué le 
paramètre y puisqu'il faudra supposer toujours 


(96) ….. : . . . , . UT) 


Une intégration par parties donne 


a -af(a, 8, = | (sinhu cosh u)* L.e-#* au, 
0 


L = k (cosh?u + sinh? u) F (a, B, y) — 72 sinh? u cosh u F (a +1,8+1,7+1), 
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le quatrième élément dans les séries hypergéométriques étant toujours 
— sinh? w. 
On a d’autre part 


O=y(7—1)F(a—1,8—1,7—1)—7y[7—1+(a+8—1)sinh?u]F (a, f, y) + 
+ a B sinh? u cosh? u F(a+1,B+1,y+1), 
ou si l’on introduit la valeur y = #(a + 8 +1), 
(cosh® u + sinh? u) F (a, B,y)=F(a— 1, B— 1, y — 1) + 


HARAS j 2 a 
+3 — 5) Sinb?u cosh uF(a+1,8+432,7+1). 


À l’aide de cette relation on peut éliminer F (a, 8, ») de l'expression L, 
et l’on obtient ainsi cette relation 


æf(a, B, k)=kf(a—1,B—1,k— 1) — 


à _apB(a 
(28) PER D (a 41, 84 2, & + 1) 


Il faut supposer dans cette formule 4 > 0, elle reste encore exacte 
pour #—0,à condition de remplacer alors 





EAU E =) 
par l'unité. 
On obtient maintenant sans difficulté le développement en fraction 
continue 
+ fa, B, 4) AS er Ge 
fa 181, ED) z+xz+zx+ 2: 


= (a+) (+) E+n+ D (a+ —k+n— 1) 
G+n—D(+n) 


et en particulier pour 4=0, 


(29) 








L A 2 L 
2 Ps A reg à 


1, =+@+n)B+n)n+Dm+a+s—1) 
"TO Gn+a+i-D@r+a+i+n 


On pourra en déduire un grand nombre de formules plus particulières, 
dont quelques unes ont été obtenues déjà d’une autre façon. 





(30) . [ Fta B, &(a+ B+1), — sinh? ul e—2%qu — 
"0 
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7. Soit en dernier lieu 
CS ee sinh?—! u cosh«+#-7u F (a, 8, y, — sinh?u) e—*" du, 
0 


les paramètres a, B, y étant arbitraires. 
Une intégration par parties donne d’abord 


‘a s où 
x | sinh? w coshuF (a, f,y)e-""du 1 sinh?—1#cosh#-1uLe-"" du, 
0 


0 


L = (cosh°? u + gsinh?u) F(a, f, y) — 2 “ sinh? # cosh? u F(a + 1, 8 +-1, y + 1). 


} 
Mais on a 


[y—1+(a+8—1)sinhu]F(a, p,7,)=(y —1)F(a—1,p—1, 7 —1) + 
+"f sinh? w cosh? w F (a + 1, B+- 1, y + 1). 
Or en introduisant les valeurs 
p=y—1, g=a+p—7y 
on a 
p cosh? w + q sinh? u — y — 1 + (a + B—1)sinh?u, 
donc 


L=(;y—1)F(a—1,/—1,7—1)— “£ sinh? # cosh? #F (a + 1, 541, 7 +1), 


y 


d’où l’on conclut 


(32) “ xf(a, P, y)=(7—1)f(a—1,6—1, 7) “É a+ LL 7) 


et si l’on pose 
ET SE PRE 
p ( HINFENQrÉITELL 20 
va B,y)=———— l à Ke 
PER x+apota+T + hr +) 


en sorte qu’on obtient le développement en fraction continue 





(59) Fa, B, 7) __. 1 a8 (a+1)(8+1) «+2)(8+2) 
(—1)f(a—1,8—1,y—1) z+x+ x ie 2 ne. 
Le rapport 
f(a, B, 7) 





(58 D'AGIR 
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est donc indépendant de y. Pour obtenir alors la valeur de ce rapport 
sous une forme plus simple on pourra poser y — f, ce qui donne 


F(a, B, y, —sinh’u) = cosh?"u, 
et l’on trouve 


f'sinhé-1u cosh—#ue "du 
(a, B, y) Pr 0 or He 
1)/(a—1,8—1,7—1) (B— 1) f siuh#-2wcoshl-tue—*" qu 
0 
Si l’on substitue cette valeur dans la formule (33) on obtient un résultat 


qui se déduit aussi de la formule (10) en prenant a=0,m——a,;n—f$—1. 








ji Y— 


LXXVIII. 


Note sur quelques fractions continues. 


(Q. J. Math., London, 25, 1891, |. 198—200.) 


1. M. Hermite obtient dans son Cours de la Sorbonne (4ïèm Edi- 
tion , p. 116) ce résultat élégant 





1.8.5...(2n —1) 1 
2.4.6...(2n)  Vir(n+e)l 
(0<e< +) 
En posant 
1.3.5...(2n — 1) 1 





2.4.6...(2n) — Vinnp(n)t 
nous trouvons que y (n) peut s'exprimer par une fraction continue con- 
vergente d'une loi très simple 


Pet 128 3.5 


Pour n = 1, p)= <= 127824 … 


Réduites. Corrections. 

1 + 0.278324, 
1.28571 — 0.01247, 
127119 + 0.00205, 
1.273883 — 0.00059, 
1.278301 +- 0.00023, 
1.27334 — 0.00010, 


1.27319  —-0.00005, 
1.278297  — 0.000083. 
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2. Le résultat que nous venons d’énoncer, se déduit sans difficulté 
de cette formule 


D{@—$a+4r(x+éat+t 











r(a+tha+hr(x—da+? 
I 24 > 
Qi T Pas-at es #0 —a : 
«Ms sé 74 + À 


En effet pour a — #, 
FAT 2 
Me nat 3.0 


d’où l’on conclut l’expression donnée pour  (n). 
On a encore 


Pis—jotpreriets 
C(x—ka+irT(c+ha+? 








RS. so 
gé 906 a 9 — 4 q? 
4% + É- oe : 5e 4 F—éa . 
ST tre. 
CEE UE 
d’où pour a = 0 
pet) ire 
POP  417+—, # D 
8æ+— , 56° 
Tarte + 


8. Nous indiquerons maintenant la déduction de ces formules (1) 
et (11) Dans notre article Sur quelques intégrales définies et leur 
développement en fractions continues (ce Journal, t. 24, 1890), nous 
avons obtenu la formule suivante 


- D 
| sinh”—!ucosh-“u.e-*"du 
dE; 








CENTE nr PANTE au. ds Sert 


ke 

LE 

& 
| 
e 
+ 
e 
& 
+ 
2 
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En remplaçant ici 
a par l1—4, 
à par 1+a, 
x par 4%, 
on verra facilement par la substitution e—#* = » que les intégrales s'ex- 
priment par la fonction F'et l'on obtiendra après quelques réductions 
faciles la formule (I). 
La formule (IT) s'obtient d’une manière analogue, en remplaçant 
a par à —a, 
B par &+a, 
| x par 4x, 
et substituant 6 -t“"—=». Les calculs n'offrant point de difficulté nous 


croyons inutile d’insister. La fonction F s’introduit toujours par la 
formule connue 


for —v)—1d0= ne 


0 


LXXIX. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 118, 1894, 1315—-1317.) 


Sur une application des fractions continues. 
(Note, présentée par M. Picard.) 
Soit 
FG)=u+as+ a+... 


une série à coefficients réels. Admettons que tous les déterminants 


Co C; .. Cn—1 
| Ci ... Cn 
C Co .. C | 
1 ù n | 
Fe |, Pin nues ls 
| | Cn Con—1 
Ont On :.. Can-92 


soient positifs. On peut conclure de là: 
1°. Que tous les coefficients c, sont positifs ; 


2, Que le rapport 
Cn+i 
5 
va toujours en croissant avec n. 
Deux cas peuvent se présenter, ou bien ce rapport croît avec x au- 
delà de toute limite, ou bien ce rapport tend vers une limite finie. Ad- 
mettons encore que ce soit le second cas qui arrive et que 


AE 08 ES 
Cn 


lim 


La fonction F (2) est alors définie par la série d’abord pour les valeurs 
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Mais cette fonction F(2) existe en réalité dans tout le plan et y est 
partout régulière. Elle admet seulement comme ligne singulière le 


, 1 
segment de l'axe réel entre x — jetæ—=o. 


C'est ce qui résulte de nos recherches sur les fractions continues dont 
nous avons terminé la rédaction. En effet, on a 


b 
ue 2 
. . b,2 fes 
te 
1 _bse 
où 
An. B, À B rs 
b, = À, bon_1 = LÉ ) ban = D VS Hi 


On démontre que cette fraction continue est convergente dans tout 
le plan et y représente une fonction analytique avec le caractère que 
nous venons d'indiquer. 

En général, c’est à-dire tant qu’on n’introduit pas de nouvelles con- 
ditions restrictives relatives aux coefficients c,, la partie de l’axe réel 


entre x — - et x — w est une véritable ligne singulière et l'on ne peut pas 


continuer analytiquement la fonction F(2) en traversant cette ligne. 
Mais, dans des cas particuliers, les choses peuvent se simplifier, et c'est 
précisément sur un cas de cette nature que nous voudrions appeler l'at- 
tention ici. 

L'étude du beau Mémoire Sur les équations de la Physique mathé- 
matique, que M. Poincaré vient de faire paraître (Comptes rendus de la 
Société mathématique de Palerme, t. VIII), nous a suggéré l’idée de 
poser cette question: dans quel cas la fonction F (2) est-elle méromorphe 
dans tout le plan ? 

La réponse est d’une simplicité inattendue. 

Pour que la fonction F(2) soit méromorphe dans tout le plan, il faut 
et il suffit que l’on aïît, pour n—o, 


lim bon 1 = lim bo = 0. 
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Si ces conditions se trouvent vérifiées, on a 
pe] 

Ps} 0+ 5° ——— 
1 


1 - , 
Les pôles a, sont naturellement tous réels et Z :, le premier d’entre 


1 " # 
eux est 4 =>: Les coefficients m, sont positifs, C est une constante 


positive ou nulle dont la valeur peut s'exprimer ainsi : 





. dAn+1 
C —= lim (a, Sie ù . 
00 Jeu 


LXXX. 


(Paris, C.-R., Acad. Sci., 118, 1894, 1401—1403). 


Recherches sur les fractions continues. 
(Mémoire, présenté par M. Hermite.) (Extrait par l’auteur.) 


(Renvoi à la Section de Géométrie.) 


1. L'objet de ce travail est l'étude de la fraction continue 
l:az+tl:æm+l:az+l:a+..., 
où z est une variable imaginaire et 4,, 4,, 4, ... sont des nombres réels 


positifs. 
Deux cas sont à distinguer selon que la série 


(8)... … : . a tFaehG#+Aase 
est convergente ou divergente. 

L'étude du premier cas est de beaucoup la plus simple et conduit aux 
résultats suivants. 

Dans le cas où la série (S) est convergente, les réduites d'ordre pair 
et les réduites d'ordre impair tendent vers deux limites différentes 


DAR} SC EE re 
q (8)... q(e) 
Ici p(z), g(2), p, (2), a (e) sont des fonctions holomorphes dans tout 
le plan, ce sont des fonctions entières de + du genre zéro. Ces fonctions 


n’admettent que des zéros simples qui sont réels et négatifs, et 


P (z) du Gé ve HR Me 
qU) 544 0e+2 a 


P1(&)_ 7 Pt MECS do 
te)  % PE ps 
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2. Avant d'aller plus loin, considérons le développement de la 
fraction continue suivant les puissances descendantes de z. Ce dévelop- 
pement se présente sous la forme 


Co __ Ci Cy _ Cg 
à à LT F ja MODE 


z 
les coefficients c,, étant positifs et le rapport 


En+1 
Cn 
croît constamment avec r. Deux cas peuvent se présenter : ou bien ce 
rapport tend vers une limite finie 2 et alors la série (S,) est convergente 
pour |z! > 1, on bien ce rapport croît au delà de toute limite, et alors 
la série (S,) est toujours divergente. 
Nous trouvons que le premier cas a lieu lorsque les nombres 


Ann +1 
ER 0 AE PS 
sont limités supérieurement. Dans le cas contraire, c’est le second cas 
qui a lieu. 


3. Considérons le cas où la série (S) est divergente. Nous trouvons 
d’abord que les réduites d’ordre pair ou impair tendent vers une même 
limite F(2), la fraction continue est convergente, et cela pour toutes 
les valeurs réelles ou imaginaires de 2 : il faut faire exception seulement 
pour les valeurs réelles négatives. 

La partie négative de l'axe réel est ainsi une ligne singulière. 

La fonction F(2) est une fonction analytique holomorphe dans tout 
le domaine que nous venons d’indiquer. 

Pour obtenir ce résultat nous nous appuyons surtout sur un théorème 
de la théorie des fonctions qu’on peut énoncer ainsi. Soit 


fi @), f2 (2), 13(2),...,/n(e),. … 


une suite infinie de fonctions analytiques holomorphes dans un domaine 
S limité par un contour s. Si le module de la somme 


fe) + R() +... + fn) 
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admet une limite supérieure L, indépendante de n, tant que z est dans 
S ou sur s; si ensuite la série 


F(= À 70) 


est uniformément convergente dans un cercle quelconque C compris 
entièrement dans S, alors on peut affirmer que cette mème série est 
uniformément convergente dans tout le domaine S, et F (2) est holo- 
morphe dans le même domaine. 


4. Le résultat précédent laisse obscure la nature de la ligne singulière ; 
pour éclaircir ce dernier point nous montrons que la fonction F (2) peus 
se mettre sous cette nouvelle forme analytique 





RS a à (ss) 7° D(ulfd'uÿ 
Fa] z+u ") (z + uŸ 


0 


Ici d (u) est une fonction réelle et croissante 


e 


d (0) — 0, bo) 
mais elle peut avoir des sauts brusques dans tout intervalle, et aussi 
elle n’est nullement assujettie à être une fonction analytique. Cela 
suffit pour montrer qu’en général la ligne essentielle met un obstacle 
infranchissable à la continuation analytique de F (2). 

Lorsque le rapport c, 41 : «, tend vers une limite finie À, la fonction 
& (u) est constante à partir de “ — À et l’expression de F (+) se réduit à 


ref pu: 


0 





formule dans laquelle + (“) peut être une fonction croissante absolu- 


ment quelconque. 


5. Dans la dernière partie de notre travail, nous faisons quelques 
applications de la théorie qu’on vient de résumer. 
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L'étude, au point de vue de la convergence, de la fraction continue 


fo, 

z+u 

PT 

y (u) étant une fonction croissante quelconque, n'offre plus de diffi- 


cultés. 
Comme résultat particulier, nous montrons qu'il suffit de trans- 


qui provient d'une intégrale 


former la série de Stirling 








a B2 B; 
DT, sit scr::: 
en fraction continue 


l:az+l:amz+l:az+..., 
pour avoir une expression convergente qui représente J (z) tant que la 
partie réelle de 2 est positive. 


I 26 


LXXXI. 


(Ann. Fac. Sci. Toulouse, 8, 1894, J. 1—122,9, 1805, À. 1—47.) 


Recherches sur les fractions continues. 


INTRODUCTION. 


L'objet de ce travail est l'étude de la fraction continue 


He : 

















dans laquelle les a; sont des nombres réels et positifs, tandis que z est 
une variable qui peut prendre toutes les valeurs réelles ou imaginaires. 
P, (2) 
Qn (2) 


miers coefficients a;, nous chercherons dans quels cas cette réduite 





En désignant par la nième réduite qui ne dépend que des n pre- 


tend vers une limite pour n = « et nous aurons à approfondir la nature 
de cette limite considérée comme une fonction de 2. 

Nous allons résumer le résultat le plus essentiel de cette étude. Il y 
a deux cas à distinguer. 


a 
Premier cas. — La série > ah est convergente. 
1 


Dans ce cas, on a, pour toute valeur finie de 2, 
lim Pon = D (2), 
lim Qon (2) = 9 (2), 
lim Pon+1(2) = P: (@); 
lim Qon+1 (2) = % (@), 
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p (2), q (2), Pi (2), 4 (2) étant des fonctions holomorphes dans tout le plan 
qui satisfont à la relation 


q (2) p, (2) — q (2) p (2) = + 1. 


Ces fonctions sont du genre zéro et n’admettent que des zéros sim- 
ples qui sont réels et négatifs. 

Les réduites d'ordre pair et les réduites d'ordre impair tendent donc 
chacune vers une limite, mais ces limites sont différentes et peuvent 
se mettre aussi sous la forme d'une série de fractions simples 


pe) _ 











De sparstat Hipnto 
Pi (@) d 
br 7 sis tt: rat. Eat. 


uk, Àr, vk, 0x Étant des nombres réels et positifs. 


[+] 
Second cas. — La série A an est divergente. 
1 


Dans ce cas, les réduites tendent vers une limite finie quelle que soit 
la valeur de z; il faut excepter seulement les valeurs réelles et néga- 
tives de z, et considérer ainsi la partie négative de l’axe réel comme 
une coupure, Cette limite est une fonction analytique de 2 qui peut se 
mettre sous la forme 








2 Db(u)du _ 7° dP(u) 
(z+ u? 1 e+u 


Ici &(“) est une fonction réelle et croissante (non analytique, en 
à 1 
général) qui croît de æ(0)—0 jusqu'à æ (œ)= 7 Cette fonction ®(u) 
1 
peut d’ailleurs présenter des sauts brusques en nombre fini ou infini. 
La coupure sera ainsi une ligne de singularités essentielles dans le cas 


où ®(4) présente des discontinuités dans tout intervalle (ce qu’il faut 


considérer comme le cas général) où même lorsqu'elle est seulement 
non analytique. 


On rencontre souvent sous des formes un peu différentes des frac- 
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tions continues qui rentrent réellement dans le type (1) et auxquelles 
on peut ainsi appliquer nos théorèmes. D'abord, en posant 


1 : 1 
b—=-—; bn — ; 
a; An An +1 


la fraction continue (I) peut s’écrire 














is à re 
b 
Z En ne S 
1+ 2 B 
2 + 3 5 
. z + : 
et pour {z—=1 
bit 
dE Bi 
APN T 
bst 
LES EE 
A l’aide de l'identité 
PAS. ee RL à 
b b, LÀ 
os 
la fraction continue (I*) pourra se transformer en (I°) 
b 
ne 








la nème réduite de (I°) est identique avec là 2nm réduite de (1) ou 
de (12). Cette fraction (1°) est de la forme 


(Id) : d 
2+ a — 





À 


2 + ao — le A 
ch Eu LES z+a—., 
LA 











avec des valeurs positives des À;, ai. Cette forme (Ié) se rencontre assez 
souvent; dès lors, il y a de l'intérêt à savoir si elle peut se mettre sous 
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la forme (I) avec des valeurs positives des b;, en sorte que nos théo- 
rèmes soient applicables. En identifiant on a 
bo = do; b =, 
bb, bo + 03 = 0, 
b3b =) db, +b; = ay, 


AR PER AS, MEL PP | ARE PR D DEN MER at, 








d'où l’on tire successivement b,, b,, b,..., et généralement 
An 
Dos = 
2n us 2: 
. Un 1° LA L 
" 


puis ban-1— Àn : ban. : 

Cependant, il peut arriver que le calcul de ces b; devienne com- 
pliqué et, puisqu'il s’agit seulement de savoir si ces quantités sont 
toutes positives ou non, on pourra quelquefois avec avantage se servir 
de la proposition suivante. 

Les quantités b; sont certainement toutes positives si l’on peut trou- 
ver une fonction positive de n, P,(P, — 0), telle que 


Pi < an n—1,2,3,..)), 


An 
a" 
An TT P, n à Pn +. 





À M À | 
En effet, b, — + est positif et ne surpasse pas ——1-<P,. Or, si 
7 P P P a = 2 


bin—2 est compris entre 0 et P,, on en conclura à cause de 





que b2, est positif, plus petit que S Pn+1. 


LÉ Péerrne 


Donc on aura généralement 


0 € bon = P, +1) 
et puis bon_1 = ÀÂn : ben est aussi positif. 
En particulier les b; sont tous positifs dans les deux cas suivants: 
1° Lorsque a, 2 1 +4,, puisque la proposition énoncée s'applique 
alors en prenant P, = 1; 
2° Lorsque a, +1 2 1 + 4, il suffit alors de prendre P, — 1, _1. 
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Considérons, par exemple, la fraction continue étudiée par Laguerre 
qui est de la forme (I4) avec les valeurs suivantes des coefficients 
A5 = 1, An =n (n = 1), 
An =2n— 1. 


Le calcul des b, n'offre ici aucune difficulté et l’on trouve 


be, 
Daus1= Dee (nZ=1), 
puis 
1 
Cèn-1==1, "E 


Laguerre, en supposant z réel positif, a montré que la fraction con- 
tinue est convergente et égale à 


ve—“qdu 
l'eru 
0 
. Il résulte maintenant de notre théorie que cette proposition s'étend 
à toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z, en faisant exception 
pour les valeurs réelles et négatives. 

Considérons, en second lieu, la fraction continue que nous avons 
rencontrée dans ces Annales, t. III, et qui est encore de la forme 4, 
abstraction faite du changement de z en z?. On a 

== 1; An=(2n—1)(2n) (2n+1)4, 
an=(2n—1}(1+ 45), 
2 étant une quantité positive. Le calcul des b; se complique ici. Mais 
si l’on prend 


n —1 ñn 
ET es M | + 
l'inégalité 
he > 
An Py Pn +1 
se réduit à 
46£ (+), 


et se trouve donc satisfaite. La fraction continue considérée appartient 
donc encore au type que nous avons/étudié. 
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CHAPITRE L. 


ÉTUDE DES POLYNOMES P;h(2), Qn (2). 


1. Considérons une suite de nombres N, N,, N,, ..., liés par les 
relations 
N—aN; +N:, 
N, = G9 No + No) 


Nr =axNx + Nr. 


On pourra exprimer successivement N par N, et N,, par N, et N;, par 
N, et N,, etc. 


N— (aa +1) N +aN = (Gas + + a) N3 + (a +DN, =... 
Introduisons un symbole 
Lo, 0, 26, 0x 
déterminé par les relations 


[a]= a, [a , &œ]—=@ a +1, 
Cu, ao, ..., ax] = Ta, do, .., ax—1]@x +[a, a, ..., ax], 


() 


on aura 


Re r : N—=f{a,æ&,..., ax] Nx+[a, @,...,a@r—1]Nx+1. 


Il est clair que N, Nx, Nx+, sont liés par une relation linéaire et ho- 
mogène. Il est facile d'obtenir cette relation. Multiplions (2) par ax+1 
et remplaçons ax+1 Nx+1 par Nx— Nx+e, On aura 


Cax+iI]N =, do, ..., ax+i]Ne—[@, G2,..., ax 1] Nx+s; 
multiplions par a;42 et ajoutons, membre à membre, à (2), il vient 
[ax+1, ax+o]N =(a,@,...,ar+e]Nx<+[a,@,...,ax-1]Nx+s, 
et il est clair qu'on aura généralement 


(8) . [ax+i, ax+e,..., ax+i1]N = 
= (a, @,..., Gx+ii]Na + (1) Te, @,..., 41] Nx+r 


408 RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 


De là, nous allons déduire une identité dont nous aurons besoin dans 
la suite. En remplaçant % par a,l par B+y+1,ona 
CR Ce 

—[a,, is Ga+p+y] Na q ZA oo 1)6+7 La; , ENS aa1INa+p+y+r 


D'autre part, en éliminant N,},4, entre les formules 
CPAS 2 Aa +p] N = (ai, Aa +8] Ne à sé 1f La, RU CHRS Na +p+1» 


Lau +p+e ; .) Ta+p+r] N —= (a, er da+p+rINa+g+1 +t- 1) Fa... a + p]Notptytts 


on obtient la relation entre N, N,, N,:#+,+1 sous la forme 


AN... da pli Es. du + p+yINa+(— 1) +7Ca, APPLE ES ie 
où 
A=[a,...,448+;] X [acts da+p] 
+ (— DÉF'Ce,..., 001] X Tao+g+es +.» Ca+p+r) 
La comparaison de (4) et (5) montre qu’on a identiquement 
A—T[a;,...,da+p8] X [aoyi1s 5 da+g+yk 
Nous avons donc cette relation 
(A) . . Lu... , dat g4) X Tous cs dal = 
—[a,...,d4+8] X Lacyi,..., dagp+)] 
dt 1e, ..; du 1] X Lrarp+2) “….) da+B+y} 
Il est utile de noter certains cas particuliers. Pour B—0,ona 
(B) [a,, cs duty] =, +, Ga] X 
X [aupise- dry] + lu: 01) Ness) rh 
et pour a=my=1À, 
(C) [u,.….,agro]X{00,..., ag] =, ag+1]XTa0 +. ag+2]+(— 1). 
Pour y—1, la relation (B) reproduit la loi de récurrence (1); pour 
a= 1, il vient 
(6) . . : [e,...,4:J=ate, 0, FPT: 040 
On en conclut facilement 
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tandis que, d’après (1), 


Las... au] 2 1 
PRES ca ee 2 1 
PE 





D'après ce qui précède, cette dernière fraction continue est aussi 





égale à (ox, ...,æ] , d'où il est facile de conclure 
(431,100 


Cie der Lai, do, ..., ax] =(@x, Ax-1, ..., &] 

Il est clair que le symbole [a,,..., ax, ..., an] est linéaire par rapport à 
un quelconque des éléments ax et, à l’aide de (B), on trouve facilement 
RSR < [a,,...,ax]=[{m,...,06-1] X[axp1,..., anjax+@, 

où est indépendant de a, et peut se mettre sous les formes 


R ee [7., ‘és ŒR— 1) 0,ax+1;, .. Gx}=Ta;, ….,4k_2,4k 1 + @x+1; AK42) An). 
Enfin, on s'assure encore facilement des relations suivantes, où m 
est un nombre quelconque, 


on 


Q O7 
bd, mas, m° …., MAIN —-1; Hal Ça, do; D .,) Aon]» 


(9) 


ma, m° mas; m° de ) MAIn—1; m° masn+i|= m X[a, as +.) ln+1]. 


2, Il est clair, d'après ce qui précède, que les numérateurs et les 
dénominateurs des réduites de notre fraction continue s’expriment de la 
façon suivante à l’aide du symbole [a,, ..., a,] que nous avons introduit 


Pan (2) =[@, 32, lys s..3 Aon—12) on]; 

Qun(2) = [a 2, do, 452,..., Go], 
Pon+1(2) ={@o, 432, @,..., on, Uan+12], 
Qan+1 (@) = [a 2, do, +.., Aan+1 8] 


Nous désignerons par P#(2), QÉ(a) ce que deviennent P,(2), Q,(2) 
lorsqu'on remplace partout «; par ai, Les formules du n°1 donneront 
ainsi des relations identiques entre ces polynomes en changeant a; en 
a;z, lorsque à est impair. On a ainsi les formules 


Qon (9 = An Qon—1 (2) + Qon—2 (2), 
Qon+1 (2) = dant: 2 Qan (2) + Qon—1 (2). 
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On s'aperçoit facilement qu'on a généralement 
pee : +187, 
Qu (2) = Bo + B2 +... + Bnz”, 
Pon +1 (2) Ted : 
Qan+1( = D+Dez+...+Dir12z"+t!, 


les coefficients étant des polynomes des a;. La loi générale de ces coeffi- 
cients est un peu compliquée; elle ne nous serait d’ailleurs d'aucune 
utilité, mais on reconnaît facilement les quelques expressions suivantes 
qui nous seront utiles. 


PR A 








1 
An-2 = An ( SUN }» 
do As j at. He : 
Bo — 1, 


n 
D — 2 (a, + a3 +... 42k—1) A2k; 





1 
Bn1= Bn(  ———) 
s a; a Go +. MT ; 
Bn—= Age. *Aon); 
Ci, 


=D (@+a+...+ aa) ax +1, 
1 











1 

n — = Ca ): 
€ Le + at. Le 

Cu = de dir An + 

D —0, 

Da +as+...+aent+1, 

1 1 1 
Du = Du ( at mat a 


Dy +1 —= 0; Us « . Aon+i. 
A cause de la relation identique 


Qon (2) Pon +1(2) — Pan (2) Qon+1(2) =1, 
on a 


Bi + Ci = do Di. 
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_8. Nous allons établir maintenant quelques propositions sur les 
racines des équations qu’on obtient en annulant les polynomes P et Q. 
Les polynomes P, du reste, ne diffèrent pas essentiellement des poly- 
nomes Q, et nous insisterons surtout sur ces derniers. Dans la relation 
(A) du n° 1, posons 

a—=2n—3, HA, =, 
il viendra, en changeant toujours a; en a;z lorsque à est impair, 
aan_—2 Qon(2) =[a2n-2, don—1 2, Aan] Qan—2(2) — Son Qan—4 (2); 
on voit que 


Qon (2), Qon—2(2), Qon-4 (2)... (2), Q (2) = 1 
forment une suite de Sturm. Pour z2—— %, cette suite présente n va- 
riations de signe, pour 2—0 il n’y a aucune variation. On en conclut 
que les n racines de 
Qan (2) = 0, 

sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de Q2,-2(2) = 0. 
Lorsque z passe en croissant par une racine de Q2,(2) —0, le rapport 
Qun—2 (2) : Qan(e) saute de — — oo à + wo. 

Posons maintenant dans la relation (A), 


a—=œ2n—2, B=.1, y = 2, 





on aura 
2n +1 (2 2n —1(2 2n —3 (2) 
on 1 Mse+1® LT ÜUonZ,; on PL EP Re n 3). 
Z Z Z 
donc 


Qun+1(2) Qan-1(@) Q; (2) 


— = 
z ; Z k Z 4 





forment une suite de Sturm. Les n racines de 
Qz n+1 (2) —0 
2 
/ Il e 4 L e Q2 n — 1 (2) PL Se 
sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de 7 —0. 
Le rapport Qon_1 (2) : Qon+1 (2) saute toujours de — « à + w. Prenons 
maintenant 


a=2n—2, B=1, y =], 
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on aura 





Agn—1 Q2n (2) 2 [Nes -1 2, aan] das: (2) he: Sans (2), L 
donc 


QG, 310 0e es 


se = 4 
2 ’ 2 ? ? 1 





forment une suite de Sturm: les racines de Q2, (2) = 0 sont séparées 


Q2n— 1 (2) 
2 


par celles de — 0. Posons enfin 


a—=2n— 1, p=1, Y=t, 
il viendra 


don Qun +1 (2) = lts, on +1 2] Qaon (2) SE : Qan—2 (2); 


donc 
Qon+1(2), Qan (2); Qun—2(2), ..., @(2), Va) =1 


forment une suite de Sturm. Les racines de Q:, 41 (2) = 0 sont séparées 
par celles de Q2,(z) = 0. 
Nous venons de voir que les racines de 


Qon—1 (2) 


2 —={[da,,@&2, App. Uan—28, Gan—1]=0 


séparent les racines de 
Qen (2) =[a, A2, Ag5e.., Aon—1» Agn 2] = 0. 
Donc aussi les racines de 
[aon, Gon—12, an—2, ..., A32, Oo] = 0 
sépareront les racines de 
[aon, on—12s Aon—93..., Us 2, A, d; s]=9, 


‘ce qui revient à dire que les racines de P2, (2) = 0 séparent les racines 
de Qan(z) = 0. 

De même, on verra que la proposition que les racines de Q:,(z)= 0 
séparent les racines de Q:,+1(2) —0 ne diffère pas au fond de celle-ci : 
les racines de P,41(2) = 0 séparent les racines de Qoy41(2) = 0. 
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Il résulte de là que dans les décompositions en fractions simples 
Pon (2) RS M, M; M, 
Qou(z) PE TERRE lo TER 
te No LM N: _. 
Qt) 8 Fat later tipo 
les quantités M;, N; sont toutes positives. (Il va sans dire que les x, ne 
sont pas les mêmes dans les deux formules.) 











4. Les racines de l'équation Q, (x) —0 sont évidemment des fonc- 
tions des » premiers nombres ai. Peut-il arriver cependant qu’une telle 
racine ne dépende point d’un de ces a;? C’est ce que nous allons exa- 
miner, On a d’après la formule (B) du n° 1, en employant la notation 
que nous avons expliquée au commencement du n° 2, 


(1) : . . Quupon (2) —Qon(2) Q2%(2) + Qon-1(2) P37(2), 
D Qon+tan +1(2)= Qon (2) Q5n+ 1 (2) + Qon 1 (2) PS4 1 (2). 


Nous savons que les deux polynomes Q,(2:), P,(z) ne s’annulent 
jamais pour une même valeur de z, de même Q,(z:) et Qu_1(2) Cela 
étant, il est facile de conclure de la formule (1): 

Si æ—=a annule deux des fonctions Qou+u»(2), Qan (2), P27(2), cette 
valeur x — a annulera aussi la troisième de ces fonctions. 

Si x = a annule deux des fonctions Q2h+an (2), Qan—1 (2), Q2(2) cette 
valeur x —a« annulera aussi la troisième de ces fonctions. 

Dans le second membre de (1), c'est le polynome Q2%(2) seul qui 
dépend de a:»4+1; en mettant en évidence ce coefficient, il vient 


(8) . . . . Qon+on (2 — aant12 Qon(2) P57(2) +R (2), 
où R(2) est un polynome qui ne dépend point de a2»+1. Il est clair 
maintenant que les racines de Q:»+2»(2) = 0 qui ne dépendent point 
de a2h+1 doivent satisfaire aux équations 
Qu (2) P5n (2) = 0, 
R (2) = 0. 
Une telle racine doit donc annuler l’un des deux polynomes Q», (2), 
P5% (2), mais, d’après ce qu’on vient de voir, elle annule alors aussi 
l’autre. Réciproquement, une valeur 2— à qui annule Q:, (2) et P2"(2) 
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annulera aussi Qon+9%(2) d'après la formule (1), puis aussi R(2) d’après 
la formule (3), et sera par conséquent une racine de Qo»+2» (2) —0 qui 
est indépendante de as»+1. Ainsi les racines de Q2:,+9% (2) — 0 qui sont 
indépendantes de a,+1 coïncident avec les racines communes des 
deux équations 


Qen (2) =0, P5n (2) = 0. 


Et il est clair que ces équations peuvent, en effet, avoir des racines 
communes, car Ja première ne dépend que des paramètres à,,@,..., 
G3s) la seconde des paramètres aon+o, @on+3,..., äon+on. Mais on voit 
aussi qu'en général, c’est-à-dire lorsque les a; ne satisfont pas à cer- 
taines conditions particulières, ces racines n’existent pas. 

On établira de la même façon que les racines de Qoy+9» (2) —0 qui 
sont indépendantes de a, coïncident avec les racines communes des 
deux équations 


Quon—1(2) = 0, 2m(2) = 0. 


La formule (2) donne lieu à des conclusions analogues qu’il suffira 
d’énoncer. 

Les racines de Qen+9»w +1(2) —0 qui sont indépendantes de a», coïn- 
cident avec les racines communes des deux équations 


Qen—1(2)==0, Q5n 1 (2) = 0. 


Les racines de Qsy+9w +1(2) —0 qui sont indépendantes de ao»+1 
coïncident avec les racines communes des deux équations 


Qon (2) —0, Po +1 (e) = 0. 
5. Nous allons établir maintenant les propositions suivantes qui 


complètent celles obtenues au n°8. 
Les racines de Q:»+9» (2) —0 sont séparées par celles de 


Qon (2) Pin (a) = 0, 
et également par celles de 


Qon—1 (2) Q5% (2) : z — 0. 
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Les racines de Q:»19» +1(2) : z—0 sont séparées par celles de 


Qan—1 (2) Q5n+1(e) : 2 = 0. 


Les racines de Qo»+2» +1(2) — 0 sont séparées par celles de 


Q2n (2) Pin: (2) = 0. 
Pour #/—0 ou —1 on retrouve les propositions du n° 8. 


Il suffira de développer la démonstration de la première proposition 
Reprenons la relation 


Qan+an (2) = Qun (2) Q5n(2) + Qun1 (2) Psn (2), 
et désignons les racines de Q2, (2) —0 rangées par ordre de grandeur 
croissante par 
PAOCNe L'd ...: 


de même les racines de P5%(:)—0 par 


ET ET. DO 


et l’ensemble des racines a et B par 


RE EE PE OP QE SE NE E 
Cela étant, la proposition énoncée revient à ceci: la suite des quan- 
tités 
Qon+an (Xi) G=0;:1,9,8,:..,18-h8), 


Où %y—=— © et Xn+n —0, ne présente que des variations de signe. 
D'abord Qo»+9» (%) a le signe de (— 1}"+*'; quant à Q:»+9% (x) deux 
cas sont à distinguer selon qu'on a x, —a ou æ, =. 
Dans le premier cas, 


Qan+an (ti) = Qan—1 (a) Ps (a); 
dans le second cas, 


Qon+an (ti) = Q2n (8) Q5» (B). 


Or, on voit facilement que dans le premier cas Q:»-:1 (a) a le signe 
de (— 1)" et P5% (a) le signe de (— 1)"+1, car a est plus petit que la 
plus petite racine de Q2,-_1(2) —0 et aussi plus petit que £. 

Dans le second cas, on voit de même que Q2, (8) a le signe de (—1}", 

2x (8) le signe de (—1)"+1, car 8 est compris dans l'intervalle des 
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deux plus petites racines de Q?" (2) = 0. On voit que, dans tous les cas, 
Qoa+an (ti) a le signe de (—1}"+"+1; ainsi Qon+on (0), Qon+on (ti) 
présentent une variation. 

Supposons maintenant que, dans la suite des x;, deux racines con- 
sécutives zx et æx41 soient des racines a. On aura 


Qenian (tx)  —Qon-1(a) P5% (a), 
Qon+on (Zx +1) = Qan—1(a’) P5x (a). 


Or, a et a' étant deux racines consécutives de Q2, (2) —=0 compren- 
nent une racine et une seule de Qs»_1(2)—0: donc Qon_1(a) et Qan—1(a") 
ont des signes contraires. 

D'autre part, entre a et a! il n'y a par hypothèse aucune racine $ 
de P2"(:)—0. Donc P?%(a) et P5 (a) ont même signe, et il s'ensuit 
que Qon+on (tx) Et Qan+on (Tx+1) présentent encore une variation Dans 


le cas où tx = BP, %x+1 =", on aura 


Qon+2n (tx) —= Q: n (B) Q2? (B), 
Qon+on (tx+1) = Qon (8) Q$n (B')- 


Qen (B') et Qon(B') ont même signe, Q5% (8) et Q5% (8) ont des signes 
contraires ; Qon2n (Tx) Et Qan+2n (Tx+1) présentent encore une variation. 

On arrive à la même conclusion dans les deux cas qui restent à dis- 
cuter, 2 —a,%rsi = et tx —=B,æ%ry1—=a; dans le premier cas 


Qan+on (tx) = Qan-1 (a) Pix (a), 
Qon+on (Tx+1i = Q2n (8) Q25% (Bj. 


Qen_1 ():z a par rapport à Q2, (2) les propriétés de la dérivée Q;, (2); 
ensuite Q», (8) a le signe de Qon(a + &), Qan—1 (a) le signe de Qs»_1(a+-e) 
(e positif très petit). | 

On en conciut aisément que le rapport Q2»_1 (a) : Q2n (8) est négatif. 
Ensuite P2" (2) a par rapport à Q2" (2) les propriétés de la dérivée; 
P2" (a) a le signe de P2"(8— +); Q2% (8) le signe de Q5n(8—:). Le 
rapport P2% (a): Q3% (8) a donc le signe de 


PSN (B— +): Qu (B—E), 
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et ce signe est +, si l’on remarque que £ est une racine de P?"(2) —0 
qui est comprise entre deux racines consécutives de Q5”(:)—0. Ainsi 
Qen+an (Zx), Qon+an (Zx+1) présentent encore une variation. 

Enfin, si l’on a 


Qon+2n (Tx) —= Q2n (8) an (8), 
Qon+2n (Tx+1) = Qen-1 (a) P5% (a), 


on constate que Q», (8) : Qon 1 (a) est positif, puis Q5% (8): P5%(a) est 
négatif. 
Les n + n' premiers termes de la suite 


Qon+an (Ti) (=0, 1,2,...,12+9n 


ne présentent donc que des variations et l’avant-dernier terme est donc 
négatif, tandis que le dernier terme est positif. La proposition énoncée 
se trouve ainsi établie. 

Nous avons supposé dans ce raisonnement qu'aucune racine a n’est 
égale à une racine £. C’est ce qui arrive en général, mais la nature 
même de la proposition montre qu’il peut en être autrement dans des 
cas exceptionnels. En effet, d’après notre proposition, chacun des 
n + n! — 1 intervalles formés par les racines de 


Qou+2n (2) =0, 


renferme une racine a ou bien une racine 8. Mais on ne saurait dire 
a priori quels sont les intervalles qui renferment une racine a et quels 
sont ceux qui contiennent une racine 8. En effet, cette distribution des 
racines a et B dans les différents intervalles varie d’un cas à l’autre 
selon les valeurs des ai. 

Les coefficients a; variant d'une façon continue (tout en restant posi- 
tifs), il doit donc arriver des cas exceptionnels, au moment où la dis- 
tribution des racines a et 8 dans les intervalles subit un changement. 
Et il est clair que cela ne peut arriver que de la façon suivante: deux 
intervalles consécutifs renfermant le premier une racine a, le second 
une racine B, la racine a peut passer dans le second intervalle, tandis 
qu'en même temps la racine B entre dans le premier intervalle. Au 

IL 27 
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moment critique, les racines a et £ sont confondues avec une racine de 


Qon+2n (2) = 0. 


C’est, on le voit, le cas exceptionnel étudié au n° 4. 


6. Nous pouvons établir maintenant, très facilement, la proposition 
suivante. Soit x; une racine de 


Qù (2) = 0. 
0 n La } e L4 
xx peut être considérée comme une fonction de a; et la dérivée par- 


tielle 
ù XX 


d di 





ne peut jamais être négative. 

Pour la démonstration, il faut distinguer quatre cas selon la parité 
de n et de i: il suffira de développer le raisonnement dans un seul 
cas. Supposons 


Qou+on (Tr) = Aon+1 Lx Qon (tx) Pin (tx) + R (xx) = 0, 
d’où 
dax Tr Qan(ax) Porta) 
Ô Gon+1 Qon+on (tx) 








Or, nous avons démontré que Q2,(2)P2%(2) a par rapport à Q2n4ow (2) 
les propriétés de la dérivée ; donc 


Qn (tx) PS n (tx) 
Qon+an! (Zx) 





est positif et, puisque x, n’est pas positif, la propriété énoncée se 
trouve démontrée dans le cas de n pair, i impair. Exceptionnellement, 
la dérivée peut être nulle. 
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CHAPITRE IL 


LE DÉVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DESCENDANTES DE 2. 


7. La formule 


Pic Ti D 
Qn+1(2) re (2) — M) Qn111(0)" 


Où Qu (2) Qn+1(2) est un polynome du degré n + 1, montre qu’en dé- 
veloppant les réduites 








Pn(e), Pn+1(e) 
Qn (2) Qn+1 (2) (2)° 


suivant les puissances descendantes de 2, les n premiers termes de ces 








développements sont les mêmes. En écrivant 


Ph o Cn—1 a 
CRE Re ee PC a 


23 





on définira donc une suite de quantités 
Co) Ci; Co, C3) 


qui sont parfaitement déterminées et qu’on pourra prolonger aussi loin 
que l’on voudra. Les c; sont évidemment des fonctions rationnelles 
des a;, et, si l’on introduit les b; (voir l’Introduction), les c; sont des 
polynomes à coefficients entiers et positifs des bi. 

La manière la plus élégante pour obtenir les expressions des c; par 
les b; nous paraît être la suivante, que nous avons obtenue dans le 
Mémoire publié dans le tome III de ces Annales. 

On calcule d’abord les quantités a;x, Bi,x par les formules 


doi |, aio—0 lorsque i > 0; 


Bo,k == a0,x + bo a1,r, 
Bi,x = à1,x + da ar, 
Bar = a0,k + b6a3x, 


Bix = aix + boitoaitix; 
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Go,k+1—=01P0,k, 
a1,k+1 = 03 B1,x + Box, 
Q9,k+1 = 05 Bo,x + Pix, 


Qi,k+1 = Doit Bik + Bi-1n 


Il en résulte qu’on a a; = fix —0 lorsque i > 4. 
Les expressions a;x, Pix obtenues, on peut calculer un coefficient c, 
P 9 , ’ P 
quelconque de plusieurs manières par l’une ou l’autre des formules 


Cigk —boaoiao,x —+bobibaaisaix +bobib2bsbaasiasx +..., 
Ci+k+1— Vo b1 Po,i Bo,x + do 1 D ds Bi, à Ba, x + bo d1 be Ds ba Ds Bo, i Ba,x +... 


Les coefficients c, étant définis, nous considérons la série infinie 


et nous dirons que c’est là le développement de la fraction continue 
suivant les puissances descendantes de z. C’est une définition purement 
formelle; nous verrons bientôt que la série est souvent divergente 
quelle que soit la valeur de z: aussi ne faut-il l’envisager pour le mo- 
ment que sous le point de vue purement formel. 

Les c, sont des fonctions rationnelles des a,; nous donnerons un 
peu plus loin les formules qui expriment réciproquement les 4, au 
moyen des c» À l’aide de ces formules, on pourra donc réduire for- 
mellement une série procédant suivant les puissances descendantes 
de z en une fraction continue. 


8 Ona 


P, (2) _ 1 1 (— 1}: —1 
M) QUE) Gate) TT Qi) Qi) 





et, en développant suivant les puissances descendantes de z les termes 
du second membre: 
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din en sque à 
(a Q (2) 2° 
1 No € «À 
TAG rte AT 
. ë 2. 
Mn 7 NUS JT di jidiene 
re gr ep À 
7 QQ() spi" Pat 
1 ne . 
Fa LP liée 


En ajoutant les n premières séries, on obtient le développement de 


Pa (2). ee 
Q () Or, si l’on remarque que 


Qn—1(2)Qn(2)=cz(2+x)(2 +2)... (2 + an 5), 


OÙ C, Li Loy 3 An—1 SOnt des nombres positifs, on voit facilement 
que tous les coefficients sf, sont positifs, et l’on en conclut que, dans 
le développement (1) de 








Pa (2), 

Qn (2) 
les n premiers coefficients &, c,...,cn_1 sont positifs, et que les co- 
efficients suivants a’, a, an, ... Sont plus petits que c», Cn+1, 


Cn+2, ... respectivement. 
On peut obtenir le développement d’une réduite en la décomposant 
d’abord en fractions simples. Posons, comme au n°3, 


Pon PER 
oi PE Fhe For ty 


on en conclura 





n " 
= D Mizi [k=0,1,2,...(2n—1)] 
1 


Ensuite, en considérant une réduite d'ordre impair 





Pon+1 (2) _ No N; N: CNy 
Qui) — 8 Tata en 
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= D Nix? (k—=0,1,2, ..,2n)(xo=0), 
0 


ces expressions donnent lieu à la conséquence suivante: 
La forme quadratique 


m—1 m—1 


Di, D CotitaXiXx 
0 


0 


est une forme définie et positive, en sorte que le déterminant 





Cp Cp+1 Cp+2 +. Cp+m—1 
Cp+1 Cp+2 Cp+8 +. Cp+m 
Cp+tm—1 CE CCR .. Cp+2m—2 





est positif. 
En effet, si nous prenons un nombre # tel que 


p+2m—-2<I2n—1, 


il est clair que la forme quadratique considérée peut s’écrire 


D Mix? (No + Xiti + KR +... Xn_1a Ip, 
1 


9. D'après ce qu’on vient de voir, on a 


Cn+1 Cn+2, 
Cn Cn+1 





c'est-à-dire le rapport c»+1:c, croît avec n. Deux cas peuvent donc 
se présenter : ou bien ce rapport croît au delà de toute limite, et alors 
la série 

SALES. 

pa + * 
est toujours divergente; ou bien ce rapport tend vers une limite finie 14, 
et alors la série est convergente pour |z2| > 2. 


D'autre part, nous savons que la plus grande racine de 


| Qn(— 2) =0 
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croît aussi avec n. Nous allons montrer que, dans le premier cas, cette 
racine croît aussi au delà de toute limite, et, dans le second cas, elle 
tend vers la limite 1. 

Posons, sans distinguer les valeurs paires ou impaires de n 


Ph (2) M 
“ha fn 2 + x? 


1 








n n + 1 





! sens UT . 
n'=; ou) et %» Étant la plus grande racine, on aura 
LA 
> mia 
Cn— 1 
= — < Zn. 





Cn —2 = LS: e 
) Mit; 
1 


: croît au delà de toute limite, il en sera de même de x, 





.C 
Donc, si "+ 


n 
Mais supposons 
lim +1 — }; 
n 
la limite de x, ne pourra pas être < 1: je dis qu’elle est égale à 1. 
Pour cela, il suffira de montrer que x, ne peut pas devenir plus grand 
que À. Supposons en effet æ» —1+e, e étant positif, et considérons 


les deux séries 


M ........ + 442... 


@) DR 4 pepe fet (ip Et pre. 


2 


Nous savons que la série (2) est convergente pour |2| > x» —=1+e, 
mais divergente pour |2|<x,, et donc en particulier pour 








1<|2| <i+e. 
Cn +1 . | 
— À, la série (1) est convergente pour |2! > 1 et, 
puisqu'on à a <Cn, 4h41 < Cn+1,-.., la Série (2) sera aussi conver- 


gente pour les mêmes valeurs de z et, en particulier, pour 


1<|2| <i+e. 
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La même série (2) serait donc en même temps convergente et diver- 
gente pour 1<\2,< 14e. Cette contradiction montre que la suppo- 
sition que +, peut croître au delà de À est inadmissible et l’on a bien 


im Try — 1 C. Q. FD. 


10. Mais la fraction continue étant donnée, comment peut-on re- 
connaître Si Cn+1:€n croît au delà de toute limite ou tend vers une 
limite finie? La réponse est très simple. Considérons les nombres 


1 


EVE de, (n=1,2,8,...) 


si ces nombres ne sont pas limités supérieurement, Cy +1: Cn Croîtra 
au delà de toute limite. Mais, si ces nombres ont une limite supéri. 
eure /, le rapport c, +1 : c, tendra vers une limite finie qui ne peut pas 
surpasser 4}, 

Les nombres b, n’ayant pas de limite supérieure, cela veut dire, 
quelque grand que soit un nombre M, on pourra trouver toujours un 
entier m tel que 

1 


bn = —— > M, 
" Am Em +1 7 


Posons, selon le cas, m—2n ou m—2n + 1, et rangeons par ordre 
de grandeur croissante les racines des équations 


Qen(—2)—=0,  Qonr2(— 2) —=0, 
en les désignant par 


di; Oo ;, .. An) 


UE LEE .…. Bn+1» 


ou aura, d’après le n° 2, 


Mat... +ar —=d+b+...+bon-:, 
Bi + Bo +... + Pn+1 = D, + bo +... + bons, 
d’où l’on conclut 
Bn+1— (an — Bn) —(an1 — Bn—1) —... — (à — 8) = dan + dan +1. 


Les différences a —f,,...,a»— f\ étant positives, il est clair que 


Pn +1 > ban + ban+1 > M. 
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On voit donc que la plus grande racine de Q2:,(— 2) —0, et, par 
conséquent, aussi le rapport c, +1 : c,, croît au delà de toute limite. 


Si les nombres b,, b;, b,,... ont une limite supérieure 7, choisissons 
un nombre C tel que C! > b, et considérons la fraction continue 
C1 
l 
a+ -"— 
14 —— 
PTE ia 


Les c, étant des polynomes à coefficients positifs des b,, il est clair 
que si l’on réduit en série cette fraction continue, les coefficients se- 
ront plus grands que les coefficients correspondants de la série 


D +... 


Or, on s’assure _ que la série obtenue est identique à celle 
qu'on obtient en développant la fonction algébrique 


0 CEST) 


. qui est convergente pour |z|>47. Donc le développement 
ee D Mc | 
:. La 2° 
sera aussi convergent pour |2|7> 47, d’où l’on conclut que le rapport 


Cn+1 : Cn tend vers une limite finie qui ne peut pas surpasser 47. 


11. Le développement 


ei . HE, 
P, (2) 


et celui de Que) °° diffèrent que par les termes en 





L 1 
gn+1? gn+2? 





On en conclut que le développement de 


a (È +8.) 
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ne diffère de P,(z) que par des termes en 


1 1 
gn=n+1i,  pn—nw+21 °°°) 


n' étant le degré de Q,(2). Par conséquent, dans le produit 


QE — +.) 
les termes en 
1 1 l 
Sn na TE EN 
manquent. Cette condition détermine Q, (2), à un facteur constant près. 
Supposons d’abord » pair et posons 


en écrivant que les termes en 
] 1 


+ ? sic gn 


manquent dans le produit de Q2:,(— 2) par 
Re 0 I PR 
z Tr F + là F:2) 
il vient 
(1) + . .  aocrHacxtr1i+...+ancrin—=0 (k=0,1,2,...n—1), 


et, si l’on remarque que Q2,(0) — 1, on obtient 














1 £ Pi. 2" 
C Co .. Cn 
Co C Co vs Cn È 
C C .….. Cn 1 
(9) Qeat—9=| à 6 4 1, 1727 , + 
Cn Cn+1 +: Con—1 
Cn—1 Cn Cn+1 ::. Con—1 


Pour exprimer plus simplement les formules (1), nous introduirons 
un symbole S f(u) dont voici la définition: f(u) étant un polynome, 
S f(u) sera le résultat obtenu en remplaçant dans f (u) les diverses puis- 
sances de u, u°, ul, w?,... par &, &, &,... respectivement. On aura 
donc 


(8) : . . . . . . l'SIOOST- 0Iev (4=0,1,2,...,n—1). 
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Dans le cas de n impair, soit 


Quitte +. +pnris tt, 


il viendra 
(4) RE D dr Uk Qon +1(— U)} =0 (k=0, À 2, — 1). 
Le terme constant dans le produit de Q2»+1(— 2) par 
MEL 
à + D + e +... 


est égal au terme constant de — P:,41(—2), c'est-à-dire = — 1, donc 





\Qon+1(—0)l 
ni = — |], 


Cette relation détermine le facteur constant que les formules (4) lais- 
saient indéterminé et 








CRE RE LE 
Co Ci Cn 
Ci Co .. Cn+1 : a ne. 
EE . 1 2 ... n L 
(6) , Qon+1(—2) = — Co C3 PPS Cn +2 . 
| Cn Cn+1 ….. Con 
| Cn Cn +1 .. Con 





Les coefficients des plus hautes puissances de z dans Q2,(2), Q2n+1(2) 
sont connus d’après les formules du n° 2. 
La comparaison avec (2) et (6) donne dès lors 
A A... An AS: D, 
A do... Aon+1 = Br: Anti; 


si nous introduisons les notations 





Co Ci .…. Cut Ci Co ... Cn 
C Co CE Cn Co Ca .…. Cn+i 

An—= » Bn—= (Ao= Bo= 1), 
Cn—1 Cn +. Can—2 Cn Cn+1 ++ Can—1 











on en conclut 


A? B°? 
D..." cm 7" et — Fa 


Ce sont les formules qui expriment les a; par les ci. 
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Le coefficient de z dans Q2,+1 (2) étant a, + a +...<+a2n41 (voir n° 2), 
il vient, d’après la formule (6), 











A di HG +... +amp = pt 
en posant 
C2 C3 Cn+1 
A C3 C4 cr. Cn+2 C,= 1, 
Cn+1 Cn+2 c++ Can 


12. Les expressions des numérateurs P2, (2), P214+1(2) sont un peu 
plus compliquées, mais s’obtiennent encore aisément par cette re- 
marque que la partie entière de 


O4 


s'exprime par 
S PU RE f(u){. 
2—U L 
Il suffit de vérifier cela dans le cas f(2) = z#. 
On aura ainsi 





BEI RC, 


P,(—2)=—S — 





Des formules (2) et (6) o on déduit alors facilement les expressions 
suivantes. Posons 
Ro = Co) 
R=%s+a, 
R=co+az+c, 


Ra 2e zh... Ho, 


on aura 
VND 5: 5: 
C0. 
(9) . . . .Pen(—3)=—| à @ © +. Cn+1 |:Bn, 
$ Cn —1 Cn .. .. Con—1 
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R, R, .…. Rs 
Ci Ca Cn+1 

(10)  . Pon+1(— 2) = Co C3 co. Cn+2 : Anti 
Cn Cn +1 pe Con 





Pour z2—0, on conclut de la formule (9) 


0 © Cn—1 
C C C 
(11) . . ao + a +... + aan = — Q 1 È 1. 
Cn—1 On ee Con—1 








A l'égard du symbole S, nous ferons cette remarque à peu près 
évidente que, V,(w) étant un polynome du degré n, la valeur de 


S Va (u)} 
est égale au coefficient de - dans le développement de 


Fu) 
Qn (u)” 





A (— u) 
en supposant m > n + 1, ce que nous écrivons 
S Vs (u | = Rés. À Van (— u) ENS EE 


Qu (u)) 


D’après cela, on a, par exemple, 





SQL a = Ré (9 q 


Fe D4 1 + Pon(u) Q2n 1 (w)) 
= Rés. [QG 


a 
Qon+1(u)  Aon+i 











= Rés. | 
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Nous rassemblons ici quelques formules de ce genre 





SIQ5,(— u)| > ge 


? 
An +1 





1 1 
S{u + wi —( | 
Qc )| = A2 n+1 on A2n+1 Aon+142n+2 ’ 








+ On (— = — 
: PL ET 
g [Ran(0  17) —s ne etat... +a 





Voici enfin une dernière remarque : supposons 


Pon(2) = M: 
Qn(2) 2: 24m 








on aura 
S{V,(u)} = SM: Va (xs), 
1 


d'où l’on voit que, si le polynome V,{(u) ne devient pas négatif pour 
u > 0, la valeur du symbole 


S{Va (u)] 


est toujours positive. 
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CHAPITRE III. 


OSCILLATION ET CONVERGENCE D'UNE FRACTION CONTINUE. 


CAS OU LA PARTIE RÉELLE DE Z EST POSITIVE. 


13. Supposons z2=— 1 et écrivons P,, Q, au lieu de P,(1), Q,(1). 
Les relations 
Pu = An Pn—1 + Pn—e, 
Qh = An Qn —1 Le Qn-2 


montrent que l'on a 


PCR ..., 
Po Poe Fo ..., 
QL<Q<..., 
Q<B<Q<..…., 


en sorte que dans le second membre de 
1 1 1 (— 1} 1 
QT Qi GE GO FO Q 
les termes vont en diminuant, 

On en conclut que les réduites d’ordre impair vont en diminuant, 
sans devenir jamais plus petites qu’une réduite quelconque d'ordre 
pair. Les réduites d'ordre pair vont en augmentant sans surpasser ja- 
mais une réduite quelconque d’ordre impair. Ainsi les réduites d'ordre 
impair tendront toujours vers une limite finie, et il en est de même 
des réduites d'ordre pair. 


L 





: Pon+1 
l L 
_ Qon+1 pi 
Pen 
lim G = L, 
et | 
‘ L,>L. 


Si la quantité croissante Q, _;1Q, croît au delà de toute limite, on 
aura 
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si, au contraire, Q,_1Q, tend vers une limite À, on aura 
1 
L, = L + FE 


Or on voit facilement que Q», > 1, donc 
Qor+1 —= Aon+1 Q2n + Qon—1 > Qon—1 + Aon+1» 
d'où 
Qon+1 > + 3 +... + anti 
Ensuite on conclura 
Qon = don Q2n—1 + Qon-2 > Qon—2 + A1 Aons 
d’où D. 
Qon > (ao + a +... + on). 


Donc, si la série 
(ee) 
paLE 
1 


est divergente, l’une au moins des quantités Qs», Q2n+1 croîtra au delà 


de toute limite et | 
| LL, = L. 
Nous dirons, dans ce cas, que la fraction continue est convergente. 
D'añtre part, ayant 
Qn = An Qn 1 + Qn—2; 
on en conclut | 
Qn 1 + Qu = (1 + ax) Qu 1 + Que L(1 + an) (Qn 2 + Qu_1); 
donc | 
Qi HO NULAII ES)... LITE) 


Or, si la série 
2. 
4..." 
est convergente, le produit 
(+ a)(1+ @)(1 + 3)... 
l'est aussi et ne croît pas au delà d’une limite finie. 


Dans ce cas donc, Qo» et Qor+1 tendront aussi vers des limites finies 


et l’on aura 
L >L. 
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La fraction continue, dans ce cas, est oscillante. Si l’on pose, dans 


. ce cas, 
co 
s—) An) 
1 


Qn—1 + Qu Les, Qn—1Qn > +#es, 
L—L>4e-?s. 

Les propositions sur la convergence et l’oscillation de la fraction 
continue ont été obtenues depuis longtemps par M. Stern (Journal de 
Crelle, t. 37). 

Dans le cas d’oscillation nous venons de voir que Q:, et Q:,41 ten- 
dent vers des limites finies; il est clair qu’il en est de même de P,, 
et Ponti. 


on aura 


14. Supposons maintenant z— x réel et positif. On aura, d’après 
ce qui précède, 


CE 
Qon+1 (x) PERS F; (x), 


lim 








Fi (x)2 F (x). 
Il y aura oscillation ou convergence selon que la série 


dx+a+a;x+a, +... 
est convergente ou divergente, Mais il est clair que cela ne dépend en 
aucune façon de la valeur particulière de x, et l’on arrive à cette con- 
clusion : si la série 


co 


) An 


1 
est convergente, la fraction continue est oscillante pour toute valeur 
positive de x, et l’on a 
Fi (x) > F(x); 


si au contraire la série est divergente, la fraction continue est conver- 
gente, et l’on a 
x) 
F,(x)=F(x) = lim: n (2), 
1 ( ( ) Qu (x) 
IT 28 
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15. Passons aux valeurs imaginaires de z. Pour étudier séparément 
les réduites d'ordre pair et celles d’ordre impair, nous remarquerons que 











Pon NN Go on 
Qon(2) Qo (2) Qp (2) F Qo (2) 1° (2) Tour Qan— 2 (2) Qan (2) ” 
Pon+1(2) __ 1 As 2 Q 2 A2n+1 2 











Qui) m2 Q@@%) QG ‘7 Qan-1() Qonti 
Il s’agit donc de l'étude de la convergence des séries 


A2% 
OU eu on de 2e ve Qi 








Se 
412  Læ Qox-1(2) Qrx+1 (2) 

Supposons 2=— x + yi, la partie réelle de 2 étant positive, et con- 
sidérons un domaine quelconque $ dans lequel x admet une limite 
inférieure À qui soit positive. Je dis que dans ce domaine la série (1) 
est uniformément convergente ; en effet 
n+n n+n 


Lo a2% 
| Qox— 2 (2) Q2x (2 | 


a2% 


Q2x—2 (2) Q2x (2) 














Or il est clair que 
Q2x— 2 (2) Qox (2) = C2 + a) (2 + a) ...(2 + ax 1), 


C et a, @,...,a2x1 étant des constantes positives. Pour 2— x + yi, 
x Étant positif, on a évidemment 


|2+ail>x+ ai, 


| Q2x— 0 (2) Qox (2) | > Qax— 2 (&) Qox (&), 
et puisque x 2> À, à plus forte raison 


| Q2x— 2 (2) Q2x (2) | > Q2x— 0 (4) Qox (2); 


donc 




















donc 
n+n n+n 
a2k ak 1 
Q2x—2 (2) Q2x(2) Qz x — 2 (4) Q2x (À) 
Or la série 

* a2% Fe Pon () 

+ A: , 

L À LP TP à ee TA 
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est convergente; par conséquent on peut déterminer un nombre » tel 


que pour nZ=7 
n+n! 


a2k 
Z Q2x— 2 (4) Q2x (2) nd 


quel que soit n’, s étant aussi petit qu'on le voudra. 





Pour les mêmes valeurs de n on aura donc aussi 
n+n 


ÿe a2% 
. Q2x— 2 (2) Q2x(2) 





<E£;, 








et puisque z est un point quelconque du domaine $, cela montre que la 
série (1) est uniformément convergente dans $. Comme, d'autre part, 
les termes de cette série sont holomorphes dans $, il s'ensuit, d’après 
un théorème connu, que 


ci e- oi ee "1 Fete) 
de ‘72 " Qox-2(2) Q2x(2) 0.0 | 


est aussi holomorphe dans $. 

On voit facilement que les mêmes raisonnements s'appliquent presque 
sans modification à la série (2), et il suffira d’énoncer le résultat sui- 
vant. La série 


el AE a2k+12 —_ imP2+1@ 
ns 2. lim 





_1 (2) Qox+1(2) Qon+1(2) 


est uniformément convergente dans $ et F,(2) est holomorphe dans 
ce même domaine. 

Ainsi, dans toute la partie du plan où la partie réelle de z est posi- 
tive, on a 





Pon (2) 2 , Pan+1 (2) Re si 
Qon (2) — (2), ant: AVE 17 bide (2), 


F (2), F,(2) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions ne sont pas 


lim 


identiques dans le cas où la série 


Lo) 


Ÿ où 


1 
est convergente ; elles sont identiques dans le cas où cette série est di- 
vergente. Supposons z2=— x réel positif, et faisons tendre x vers zéro, 
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on conclut aisément des expressions de F(x), F, (x) par les séries 
lim F(x)=  a<+a+a;+..., 
2= 
lim x F,(x) = 1:(a, + a3 + a, + ...). 


æ=—0 
Si la série 
Zaon 


est divergente, F(x) croît au delà de toute limite. Si la série 
ZAon—1 
est divergente, x F,(x) tend vers zéro. 
Remarquons que 


Pon(®) _ Ÿ Mi 
Quel) — De x + xx 


. Mx aŸ Ma 
ce AR MT EE à pond 
1 











x a? av(x 4x) 
Pou(x) _ 1e Le ÉCp , 
Qan (x) GE FAT? axr+1? 
ue 1) 
on aura donc aussi 
c C 1Cp— £c 
EE A OÙ CL ANR à à | 
(O<E<1) 
et de même 
c C PT ARR £'c 
= cs +. +1 DONS OR 
EPL N 


16. Il faut étendre maintenant ces résultats au cas où la partie réelle 
de z est négative. On y arrive facilement à l’aide d’une proposition de 
la théorie des fonctions que nous établirons plus loin. Mais, avant 
d'aborder cette étude, nous allons examiner le cas où la série 


[re] 


Ÿ a. 


1 
est convergente. On peut traiter ce cas par une méthode particulière, 


grâce à cette circonstance que les polynomes 


Pon(x), Qon(t); Pon+1(x), Qon+1() 
tendent vers des limites finies. 
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CHAPITRE IV. 


ÉTUDE DU CAS OU LA SÉRIE Zay» EST CONVERGENTE. 


17. On a identiquement 


n 


Pan (2) = Dax Pox_1(2), 


 ! 


Qun (2) = 1 + ; 3 &2x Q2x—1 (2), 


Pon+1 (2) = 1 + 2 a2k4+12 Pax(z), 
1 


Qn+1(2) = dE dax +12 Qox (2). 


0 
Par conséquent, en supposant que la série 


>. 


1 
soit convergente, les séries 


Le] 


Dax P2x-1(2), 


1 


1 + Dax Qux—:1 (2), 


1 + 2 d2k+12 Pox(z), 
1 


2 a2k+12Qox(z), 


0 
sont convergentes lorsque z est réel et positif. 

Considérons un domaine quelconque S dans lequel le module de 2 
admet une limite supérieure 1 qui soit finie. Je dis que les séries pré- 
cédentes sont uniformément convergentes dans S, et puisque leurs 
termes sont holomorphes dans $, il s'ensuit qu’elles représentent 
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dans $ des fonctions holomorphes. Il suffira de considérer la première 


série. On a 
n+n 


Dax Po x — 1 (2) 


n 


Or P2k-1(2) est un polynome à coefficients positifs ; donc 
| Pox—1 (2)| << Pox1(12|) < Pox 1 (4), 


n+n! 


< 2 a2k| Pax—1 (2) |. 








puisque 
[21 1, 


donc 
n+n 


4 à a 2x Pax — 1 (À). 


n+n! 


>: aax Pax—1(2) 


n 








Or, la série 


ao 


>» @2x Pax—1 (2) 


1 


étant convergente, on peut déterminer un nombre » tel que, pour nZy, 
n+n! 


)2 a2x P2x-1 (4) <e, 


n 
quel que soit #’, e étant aussi petit qu’on le voudra. Pour les mêmes 


valeurs de #, on aura donc aussi 
n+n! 


)2 Q2x Pan 1 (2) 


n 


et, puisque z est un point quelconque du domaine $, cela montre que 
la série considérée est uniformément convergente dans S. 
D’après cela, nous avons 


Le) 


p (2) = D ax Pox-1(2) —= lim Pon (2), 


1 


a(z)=1+ + £ Q2k Qx—1(2) — lim Qz, (2), 


< €, 








D ()= 1 + D aax+12Por(z) = lim Pon+1(2), 
1 


Q (2) = Dasx+12Qx(e) = lim Qen+1(2), 
0 | 
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les quatre fonctions p(2), g(2), ».(2), 4, (z) étant holomorphes dans 
tout le plan. Elles sont liées évidemment par la relation 


P(2)4(2) —pP()a(z)= +1. 
18. Il est clair, d’après ce qui précède, que la série 


Le] 


2: a2x Pax -1 (2) 


1 


est absolument convergente, et même que la nouvelle série, obtenue 
en remplaçant P2x-_1(2) par son expression comme polynome de z, est 
absolument convergente. Dès lors, dans la nouvelle série, il est permis 
d’ordonner suivant les puissances de z, ce qui donnera 


oo 


p (2) = Das? 


0 


et le coefficient a; sera la limite du coefficient 4, de z* dans P:,(2) (n° 2). 
Les mêmes conclusions s’appliquent évidemment à g(z2), p,(z), q (2). 
Nous venons de voir que P2,(2) tend uniformément vers p (2), et il 
est clair que p(+) est une fonction continue de z. On peut en conclure 
que, 
Zi 2 23) 
étant une suite infinie de nombres et lim z, = Z (pour n—= «), on aura 


aussi . 
lim Pen (Zn) = D (2). 


n = no 


En effet, entourons le point limite Z (supposé fini) par un cercle C. A 
partir de n = », z, sera à l’intérieur du cercle et, à cause de la conver- 
gence uniforme, on aura 


(Pan (2) —p(@)I<e, 


pour n = »', z étant un point quelconque situé à l’intérieur de C. D'autre 
part, z, tendant vers Z, on aura aussi 


IP(en) —p(ZI<e, 
à partir de n >”. Or, 


| Pan (2n) —p (2)! < | Pan (n) — p (an) | +1P (en) — p(2)|, 
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et dans la première formule il est permis de remplacer z par z,; dès 


lors, on conclut 
| Pan (2n) —p(Z)| <2e, 


pour nZ2N, N étant le plus grand des nombres », »’, »”. Enfin on trou- 
vera facilement, par la considération de la série | 


Le) 


D(e+h) = D aox Por-1(2 + h), 
1 
qu'il est permis d'ordonner le second membre suivant les puissances 
de h, et d’en tirer la conclusion qu’il est permis de différentier autant 
de fois qu’on le voudra la série 


co 


p (z) = Dax Pox—1(2); 
1 
on a donc 


p'(2)= lim P:, (2), 


et la convergence de P;,(:) vers p'(z2) est uniforme dans tout domaine 
S où |z2| est limité. Supposant lim z,—7Z, on aura aussi 


lim Pou (2h) = p' (2). 


19. Nous allons obtenir maintenant les fonctions p(2), etc., sous 
forme de produits infinis, en nous bornant à développer le raisonne- 
ment dans le cas de 

q (2) = lim Qoh (2). 


Les polynomes P ne diffèrent pas au fond des polynomes Q, on a 
remarqué déjà (n° 3, à la fin) que 


Pan (2) = Qun-1(2), 


Ponti(2) = Q2, (2), 


et dès lors il sera facile d'étendre le résultat que nous allons établir 
pour g(z) aux fonctions p(2), p,(2), g, (4). On a 


Qa=(1+É) Cie de +). 
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Nous supposerons les x; rangés par ordre de grandeur croissante, 
1 1 1 
PAP SE GEL ue Fret 


P étant le coefficient de z dans le développement 


q (2) = > Pas, 
0 


Lorsqu'on remplace n par n + 1, nous avons que x, 4%, ..., &x dé- 
croissent, mais il est clair qu’on aura toujours 


1 
se 


Par conséquent, pour n — w, x; tendra vers une limite positive que 
nous désignerons par x, et 


Je dis d'abord que la série 
1 1 1 
Àr: & de + % ne 


est convergente. En effet, soit 4 un nombre fini quelconque, en pre- 
nant n > k, on aura 


1 1 1 1 1 1 


puisque x; tend vers 1; en diminuant toujours. Mais, d'autre part, 4; 
étant la limite de x;, on peut supposer » assez grand pour que la dif- 
férence 


1 1 1 1 
Li. Cr. 
soit inférieure à #, et alors 
1 


1 1 1 1 1 
Re PA Sartre Earth to res 


1 1 1 
RE TR 
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oo 
. 14 Li 1 
Ceci prouve que la série ) 3. st convergente et que la somme de 
k 
1 


cette série ne saurait surpasser B.. 
Puisque x; tend vers 4;, on a 


lim Qon (— 2x) = 0 = (— À); 
les 1, sont des zéros de la fonction qg(— 2). 


20. Peut-il arriver que plusieurs 1 soient égaux, qu’on ait par 


exemple 
psg... = dé 


1x étant <lx41, lkrit1 > l+1? Il faut d’abord remarquer que à sera 
nécessairement fini puisque la série 


> : 
le 
1 
est convergente. Ensuite, nous pouvons prendre n assez grand pour que 
L,..., Xk;, Thk+i;ee.s Tk+i) Xk+it+i 


diffèrent aussi peu qu’on le voudra de leurs limites 


1, ET le, lx+1, ..) li, dAx+i+:. 


Nous pouvons donc supposer que 


Vk+is Dk+23 3 Lk+i 
soient tous dans l’intervalle (1441, 44:41). 


Ensuite, nous pourrons trouver un nombre #/ tel que les racines 


hé, Mis Ji ui 
de 


Qon+an (— 2) = 0 
se trouvent toutes dans l’intervalle 
(x+1, Æx+1), 
%k+i+1 restant toujours supérieur à 14:41. 
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De cette façon, on voit que l'intervalle 
(Mt: Lk+i+1) 
de deux racines consécutives de Q2»+2n (— 2) =0 renferme les racines 
Th+1; Thk+2 +. k+i 


de Qon (— 2) = 0. Or nous avons vu (n° 5) que, dans l'intervalle de deux 
racines consécutives de 

Qen+an (— 2) = 0, 
il se trouve soit une racine de Q:,(—z2)—0, soit une racine de 


P5# (— 2) =0. On a donc nécessairement i—1, c'est-à-dire parmi les 


nombres 
À, d, k, CEE 


il n’y en a point qui soient égaux. 
y P q g 


21. Soit & un nombre positif aussi petit qu’on le voudra; le produit 


Le) 


D 8=I[(+;) 


étant convergent pour toute valeur finie de z, il est possible de déter- 
miner un nombre m tel que 





il est clair que 


et puis aussi 
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À cause de 


s=IT(+£)xIL(+2) 


m+1 


on en conclut facilement 
a s—I[(+5)+" 
1 


le module de &’ étant inférieur à &. 
Considérons, d’autre part, pour n > m l'expression 


. z . 2 
= IL (+2)x I (+2) 
il est clair qu’on aura encore 


m 





ÎT(+2) <a 

I (+2)-1<e 
d’où l’on conclut 
®...... o=f[(i+2)+u 


1 


le module de £&” étant inférieur à &. 
En faisant croître n indéfiniment, 


tendra vers 
. 2 
IL(+;) 
Dès lors la comparaison des formules (2) et (3) montre que l’on a 


lim Qon (2) = 8, 


c’est-à-dire la fonction holomorphe g(+) peut se mettre sous la forme 


IL (+2) 
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Ainsi, la fonction g (2) est du genre zéro, elle n’admet point d’autres 
zéros que les — }; qui sont des zéros simples. On arrive pour p(2), p. (2), 
4, (2) à des conclusions toutes semblables. 


22. Pour toute valeur de z qui n’annule pas g(2) ou q,(2), on a 





…— Pon(e) pe). 
En On (a) — (a) 


Pon+(2) _ P1(#) 
Qun+1 (8) — qi (a) 


Nous allons obtenir ces limites encore sous la forme d’une série de 





lim 


fractions simples. Pour cela, considérons la décomposition en fractions 











simples 
Pon (2) M M M, 
Qué) sta trtat DRE ET TE 
Pon (—- x) 
Mx = — —*. 
' Qon (— Zx) 


Pour n =, xx tend vers 1x, il s'ensuit que M4 tendra aussi vers 
une limite finie 420, 


Papi As) 
MT) 


Il est clair que x est positif, car, à cause de la relation 
| M(e)a(2)—P()a(2)=+1, 
les fonctions p (2) et q(2) ne peuvent pas s’annuler pour une même va- 
leur 2 = — 43. 
La série 
M + bo + +... 


est convergente En effet, prenant n suffisamment grand, 


MH u+...+ux 


différera aussi peu qu’on le voudra de 


M +M+...+M; 


Ms + ur CM +M+... + Mie, 
m+...+u<M+.....…... +Mate= te 


donc 
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Il s'ensuit que la série 
(ee) 
)E Uk 
1 


À . 1 
est convergente et que la somme de cette série ne saurait surpasser pr 
1 


Cela étant, et puisque les nombres 


définit une fonction méromorphe dans tout le plan. 
Soit £ un nombre positif aussi petit qu'on le voudra, puisque 14 croît 
au delà de toute limite, on pourra trouver un entier m tel que 


1 
Am4i—l2 > 
et l’on aura alors, à plus forte raison, 


1 . 
Amti—|21>— (i=1,2,3,...), 
d’où l’on conclut 
| 1 1 À 
Âm+i+2 Dmti—l21> Hunts * 12,8...) 


En écrivant 

















m +1 
on aura 
dE < y. Le ue<—, 
ÿ 2 
— : m+1 Le L 
donc 
. m ! 
ne 
CR Sri te 


le module de £’ étant inférieur à &. 
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D'autre part, 








Pon (2) . 
Qu (9) -ÉrtL FE 


et, si l’on se souvient que x4 > 14, on conclut 


ce neue 


| n 


Le 


m +1 








donc 
Pan() e" 
D ho Pret 


le module de £// étant inférieur à &. 
Or, pour ñ—«,ona 


De + = -} Le 


et dès lors la comparaison des formules (4) et (5) montre qu’on a 











.… Pon(z) __p(e) 
OT Qu PAT) Von S, C. Q.F.D. 


23. Nous venons de voir que la série 
Dur 
1 
est convergente; plus généralement, on a 
D hrli=c: (i=0, 1,2,8,...) 
1 


D'abord la série considérée est bien convergente, car la somme 


bg À + po 1 +... + ny Ai 


diffère aussi peu qu’on le voudra de 


M, 1 + Moi +... + Myxi; 


par conséquent , elle séra inférieure à 


Maxi +...+Mrxite, 
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et, à plus forte raison, inférieure à c; ++, puisque 


Soit donc 


on aura 6 < ci. Déterminons un nombre m tel que 





Ci+1 
<Æ, 
Am+1 


e étant un nombre positif aussi petit qu’on voudra, on aura 


a = uxli+e, 


e' étant plus petit que «. En effet, 


Yynte, FE HÈmtte, mis jt put Le. 


m +1 ph 
D'autre part, on a 


= È nat + Eur, 


m +1 
et il est clair Le 


Lui; P ets < ee «pr: 


m +1 m +1 
donc 


m 
Be =) Mrzi+e”, 
1 


e'! étant plus petit que &. 
Or, pour n—=w,ona 


m m “ 
lim Mit; =) ur Àk ; 
1 1 
dès lors la comparaison des formules (6) et (7) montre qu’on a 
sa M de-04 C. Q.F. D. 
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24. Il suffira d'énoncer les conclusions analogues résultant de l'étude 
de la formule 








Pon+1(2) + 


Qon+1(2) Dre pu En 
en cherchant ce qu’elle devient pour n =. On aura 
vx = lim N4 (4—0, 1, 2, 8, ..), 
0 = lim T4 (=, 8,9, ...), 





.… Pon+1(2) __P:(2) Vo Vk 
l — MENEETAITS 
Qt) 4) — +2 2 + 0k 
a= er, 
0 


= v04 AE 254: EP 
1 


Considérons sur une droite infinie OX... une distribution de masse 
(positive), la masse m; se trouvant concentrée à la distance £; de l’ori- 
gine O. La somme 

Emiëi 
peut être appelée le moment d’ordre 4 de la masse par rapport à l’ori- 
gine. 

Il résulte alors des formules précédentes que le système des masses 

PRES (i= 1, 2, 3, ….) 
a pour moment d'ordre # la valeur cx (k— 0, 1, 2, 8, ...). 
De même, le système des masses 
(v;:, 0j) tée=0; 1, 2,8, 51h, 


où 0, —0, aura les mêmes moments cx. 
Nous appellerons problème des moments le problème suivant: 


Trouver une distribution de masse positive sur une droite (0 w), les 
moments d'ordre k(k— 0, 1, 2, 3,...) étant donnés. 


Désignons ces moments par c4, et remarquons d’abord que ces don- 
nées de la question doivent satisfaire à certaines inégalités. 
IT 29 
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En effet, nous supposons qu’il soit possible de trouver des m:;, &;, tels 
que 
Cr. = EM: F3 


il s'ensuit (voir la fin du n° 8) que tous les déterminants 





Cp Cp+1 .….. Cp+m—1 
Cp+1 Cp+2 cs.  Cp+m 
Cp+m—1 Cp+m ... Cp+2m—2 





doivent être positifs et, en particulier, les déterminants A,, B, du n° 11. 
On en conclut que, si l’on réduit en fraction continue la série 


nr nr 


on doit obtenir une fraction continue du type que nous étudions avec 
des valeurs positives des ai. 

Cela étant, nous distinguerons deux cas dans le problème des mo- 
ments le cas déterminé et le cas indéterminé. 

Le cas indéterminé a lieu lorsque les données c4 sont telles que la 


série 
) An 
1 

est convergente. 


Il est facile de justifier cette dénomination : en effet, nous venons de 
voir que dans ce cas le problème admet au moins deux solutions, soit 
par le système des masses (u:, Li), soit par le système des masses (»;, 6), 
et, dès lors, il est facile de voir qu’il y a une infinité de solutions. 
Nous montrerons plus loin qu’il y a même toujours une infinité de so- 
lutions dans lesquelles la masse est distribuée sur l'axe d’une façon 
continue avec une densité finie en chaque point. 

Le cas déterminé a lieu lorsque la série 

D 
Ë 
l 


est divergente. Nous montrerons en effet que, dans ce cas, le problème 
des moments admet toujours une solution et une seule, 
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CHAPITRE V. 


SUR QUELQUES THÉORÈMES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS, 
ET LEUR APPLICATION A LA THÉORIE DE NOTRE FRACTION CONTINUE. 


25. Soit 
A), BR), A(), 
une suite infinie de fonctions analytiques, toutes holomorphes dans un 
cercle C tracé autour de l’origine avec un rayon R. 


On aura donc 
ao 
" Fe ie Af î 
1Kk (2) Le ani iZ 
0 


ces séries étant convergentes tant que |z2|<R. 


Considérons la série 
dE à k (2) , 
1 


nous la supposerons uniformément convergente pour |2| <R,, c’est-à- 
dire à l'intérieur et sur le contour d’un cercle C, tracé autour de l’ori- 
gine avec un rayon R, plus petit que R. 

Soit encore R’ un nombre plus petit que R, mais pouvant différer 
de R aussi peu qu'on le voudra. Nous supposerons encore que le mo- 
dule de la somme 


admet une limite supérieure L, quel que soit » et quelle que soit la 
valeur de z à l’intérieur ou sur le contour du cercle C’, tracé autour de 
l'origine avec le rayon R’. Il peut arriver, du reste, que ce nombre 
fini L croisse au delà de toute limite lorsque R’ tend vers R. 

Dans ces conditions, nous allons démontrer le théorème suivant : 


La série 


DATE 


est uniformément convergente pour |2/< R!. 
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Et l’on peut ajouter, d’après un théorème connu de M. Weierstrass, 
que nous avons appliqué déjà plus d’une fois (n° 15, 17), que cette 
série représente nne fonction holomorphe dans le cercle C. C’est du 
reste ce qui résultera aussi de notre démonstration. 


26. Rappelons d’abord ce lemme: 


Si la série 


(ee) 


f(e)= Ÿ_ ais 


0 


est uniformément convergente pour |2|—R, on aura 


M étant le maximum du module de f(2) pour |2|=R. 


Et l’on sait que l’uniformité de convergence de la série pour |2|=R 
est assurée, lorsque le rayon de convergence de la série surpasse R. 
On aurait pu considérer une série 


la limitation 


aura lieu alors pour les valeurs positives et négatives de 1. 


La série 
D fa (e) 
1 


étant uniformément convergente pour |z|£R,, cela veut dire qu'étant 
donné un nombre & aussi petit qu’on le voudra, il est possible de trou- 


ver un entier n tel que 
n+n | 


D fe (e) 


quel que soit »/, et cela pour toutes les valeurs de z dont le module 
ne surpasse pas R.. 


< €; 
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Cette somme 
n+n 


D fa (e) 


n 


est une somme d’un nombre fini de séries 


ao 

À ki 
Aiz 

0 


toutes convergentes dans le cercle C. Elle pourra donc se mettre aussi 
sous la forme d’une telle série 


n+n o n+n' 
Lro=te(y st) 
n 0 n 


En appliquant à cette série le lemme rappelé plus haut, en posant 
|2|=R,, il vient 








Cette limitation montre que la série 


Le) 
24 
1 
est convergente,; nous posons 


ne 
1 


27. À l'intérieur, ou sur le contour du cercle C’, on a 


AG) +R(@)+...+h()1<L, 


mais cette somme 


A(@)+h(e)+...+/f() 


peut se mettre encore sous la forme d’une série 
ao n 
br 2! (E a!) , 
0 1 


convergente dans le cercle C. En appliquant le lemme pour |2|=R, 
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on conclut 





L 
Lex 


La: 
1 | 


Cette limitation a lieu quel que soit n. Or nous savons déjà qu’en fai: 





sant croître indéfiniment ”, 
n 
2 4! 
1 


tend vers une limite finie c;. On en conclut 


et l’on voit par là que la série 


ao 


F(a= Ÿ cz 


0 
est convergente dans le cercle C, puisqu'elle l’est dans le cercle C’ qui 


diffère aussi peu qu’on le veut de C. 


28. Soit e un nombre aussi petit qu’on le voudra; nous avons vu 
qu’on peut déterminer un nombre » tel que 














n+n | 
AE << 
Laïl<ar 
n 
donc aussi 
Labs 
1 
n | 
et puisque 
co o n+n 
k k 
2 4at=} ai}, 
n+n +1 n n 
on aura : 
L 2 € 
k 
L ju, <R 


n+n +1 


Nous obtenons une autre limitation, pour la même expression, par 
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le raisonnement suivant. D'après l'hypothèse admise on a 
n+n+n 


D f() 


|n+n +1 


< 2L, 








tant que |21<R’. Or 


n+n+n" n+n+n 
2. LEE { 2. a!) 








n+n+1 n+n+1 
. En appliquant le lemme pour |2|—R/, il viendra 
(n+n+n 
Dati, 
n+n+1 





donc, en faisant croître indéfiniment »/, 








29. Nous allons démontrer maintenant le théorème énoncé, en fai- 
sant voir en même temps que la somme de la série est F (2). 
Pour cela considérons l’expression 
n+n 


F(—Ÿ ff), 
1 


et soit R/’ un nombre un peu inférieur à R/, la différence R' — R/’ étant 
d’ailleurs aussi petite qu’on le voudra. 
Soit & un nombre aussi petit qu’on le voudra ; nous allons faire voir 
qu’on peut trouver toujours un entier n tel que 
n+n! 


F(e)—Ÿ fx (2) Le, 





quel que soit #’ et quelle que soit la valeur de z dont le module seu- 
lement ne doit pas surpasser R’’. 

Voici en effet comment on obtiendra ce nombre n. Déterminons 
d’abord un entier » tel que 
MArts. 
R) X-—pm<gc 


21(S- 
eÉ à 
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Cela est possible puisque R’’ < R/. Soit ensuite 
R’/\2 R’ 

a) + +R) 


et choisissons un nombre positif £/ tel que 


M= +R + 


2Me< ge. 


Ce nombre &’ obtenu, on détermine enfin n par la condition 
) 








tant que |2/<R,. Cette détermination est encore possible parce qu’on 
suppose que la série 


Y ñ. (2) 


est uniformément convergente pour |z2|<R,.. 
D'après les n° 26 et 28 on peut en conclure 


pa AË . 











n+n +1 
Latest 
n+n +1 
Orona 
n+n co n+n 
ro net sa Ya): 
1 0 1 
c'est-à-dire, si l’on se rappelle la définition de c:, 
n+n co 
ne (Es) 
0 n+n+il 


On en conclut, tant que |21< 
n+n 


ro Èn0 “a Af|. 


n+n +1 


< 5 Rt 
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Cette limite supérieure est égale à 
D » 
DZ D ay re) al, 
n+n+1 p +1 n+n +1 
et, par conséquent, inférieure à 


Ë Re + RE FR? 
p+1 
c'est-à-dire inférieure à 


2Ms' +2L( 


R/\r+1 1 
FR’ r) X 


c'est-à-dire enfin inférieure à &. 
Notre théorème se trouve ainsi démontré, car la substitution de R/ 
au lieu de R/ n’a aucune importance, 


30. Considérons maintenant une suite infinie de fonctions 


fi (), fa(e), fa (2); Mn 


holomorphes dans une aire quelconque S, dont nous désignerons le 
contour par s. Nous supposerons que la série 


YA) 


soit uniformément convergente à l'intérieur et sur le contour d’un 

cercle C, décrit autour d’un point z, de S comme centre avec un rayon 

R,, ce domaine de convergence n'ayant aucun point commun avec s. 
Nous supposerons ensuite que le module de la somme 


A()+A() +... + /fn(2) 


admet une limite supérieure indépendante de n dans toute aire S’ in- 
térieure à $ et sans point commun avec s. 


La série 
F(a)= Ÿ fx (e) 


est uniformément convergente dans S’ et représente une fonction holo- 
morphe dans $. 
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Il est aisé de déduire ce théorème de celui qu’on vient de démontrer. 
Décrivons autour de z,, comme centre, un cercle C avec le plus grand 
rayon possible qui ne déborde point en dehors de $. Soient R > R, le 
rayon de ce cercle, R' <R le rayon d’un cercle concentrique C’ qui ne 
déborde pas en dehors de $’. Il est clair alors que nous pouvons appli- 
quer le théorème démontré et conclure que la série considérée est uni- 
formément convergente dans C’, et représente une fonction holomorphe 
dans C. De cette façon on a étendu le domaine de convergence de la 
série du cercle C, au cercle C’. Soit maintenant z{ un point quelconque 
à l'intérieur de C’, décrivons autour de ce point un cercle C{ avec un 
rayon R; qui soit entièrement à l’intérieur de C’. Alors on voit que la 
série est uniformément convergente pour |2— | <R;. On pourra donc 
répéter le même raisonnement que nous avons fait pour le point z, et 
le cercle C;, et, en continuant de cette façon, il est clair qu’on finira 
par reconnaître que la série 


F(a= D fe(e) 


est uniformément convergente dans toute aire S/ intérieure à S/ et 
sans point commun avec le contour de S/. En même temps il est évi- 
dent que F(2) est holomorphe. C’est là le théorème énoncé, la substi- 
tution de $S/’ au lieu de $’ étant sans conséquence. 

On sait que le maximum du module de f(2)+...+/f,(2) dans S' a 
toujours lieu sur le contour de $S’. Dans l'énoncé de notre théorème on 
aurait donc pu exiger seulement que le module f,(2)+...<+/f,(2) sur 
le contour de S’ reste inférieur à un nombre fixe. 

Enfin, il serait facile de généraliser notre théorème au cas où il s’agit 
d'une série dont les termes sont des fonctions de deux variables ima- 
ginaires. 


31. On peut donner à notre premier théorème une forme un peu 
plus générale en considérant une suite de fonctions 


At), AR), fe), 


holomorphes pour r <|2|<R et par conséquent développables en séries 
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convergentes pour 
r LIzI<R. 


Quoique les raisonnements soient absolument analogues à ceux que 
nous avons exposés, nous devons cependant les indiquer rapidement, 
parce qu’ils donnent lieu à une remarque qui nous sera indispensable 
dans la suite. 

Nous supposerons que la série 


Le) 


D fe) 


1 
soit uniformément convergente pour 7, =|z|£R;, 
TET<R<ER, 


et ensuite si r’ est un nombre quelconque surpassant r, R’ un nombre 
quelconque inférieur à R, 


rLTLGR<L<R ER, 


nous supposerons que pour r<|z|£<R' le module de la somme 


AG) +20 +...+fh 0 


admet une limite supérieure indépendante de n. Cela étant, on peut 
affirmer que la série 


rO=Y fa (2) 


est uniformément convergente pour r'£|z|£<R. 
En même temps F(2:) est holomorphe pour r <|2|<R. On peut 
d’abord déterminer un nombre n tel que 


n+n! 


Dntl<e, 


pour r,<|2|<R,. On en conclut 


n+n n+n! 
Dafl< et |ÿ af <<, 
R; ri 
n n 


460 RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 
d’où l’on voit que la série 


2] 
GE) 4? 
1 


est convergente. 
Pour r£|z|<R',ona 








d'où 











et ensuite 


L 
ARS et KART 


On voit par là que la série 
—+- 


F()= D ci 


rome | 


est convergente pour r <|z|<R puisqu'elle est convergente pour 
r'<|z|l <R! 

Ensuite il est facile de voir que, & étant un nombre aussi petit qu’on 
le voudra, on aura 








nn +1 oc Le. ms 
puis aussi 

| ea œo 

 Lat<n « | Lail<# 

Iin+n +1 n+n +1 











32. On pourra maintenant, par un choix convenable de n et pour 
r"£|21<R"(r  <r", R' <R/'), rendre 


n+n 


F()—Ÿ fi (2) < &. 
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Pour cela on déterminera d’abord les entiers p et g par les conditions 


At AE 1 1 
2L(nr) Lime te 
ER 
f\g+1 
2L(F) à / Si 
posts à 
y" 





(TE 





: 4 


r “ Ÿ r, \? 
+5 +..+5) 
et choisissons un nombre positif £’ tel que 
2Me' < JL € 
1° 


Ce nombre &' obtenu, on détermine enfin n par la condition 








tant que r,<2z<R;. 
Pour faire voir que ce choix de n satisfait, en effet, à la condition 
énoncée, remarquons d’abord qu’on aura 





























[e ] [ee] 
2 &' ; 
Dora | vale, 
R; ri 
n+n +1 n+n+1 
puis aussi 
co oL | 0 L 
2 
Dale « | Éalett 
n+n +1 n+n'+1 
Ensuite il vient 
n+n 


r-Lne= Le | y x!) 


— \n+n +1 
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Pour r”<}|z|<R/, on aura donc 





























, n+n a 
nel Ër) Eu Ër| Eat) 
n+n+1 n+n +1 
Cette limite supérieure est égale à 
P co (re) co 
Le Éauls ge) Ya 
0 n+n +1 p+1 n+n +1 
Re | co 0 co 
Er Eu Er) É ul 
ré n+n+i —(4+1) n+n +1 








et, par conséquent, inférieure à 


RON ON UE 


c'est-à-dire inférieure à 


R/\?+1 EE 
Li #5 — > +2Me + 2L (Tr 5) Xe 
AE : 


2Me +21 


c’est-à dire inférieure à &. 
Il résulte de cette démonstration que dans le développement 
—- 0 


F{)= Ÿ cuis, 


— @ 


le coefficient c; est la limite du coefficient de z' dans le développe- 


D ft), 


pour n — . Cette remarque nous sera utile plus tard. 


ment de 


338. Nous avons vu (n° 15) que, tant que la partie réelle de z est 
positive, la réduite 








Pon(z) _ &2k 
Qun(e) -Z Q2x—2 (2) Qux (2) 
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tend pour n — « vers une limite F (2) qui est une fonction holomorphe 
de z. La série 





3 A2 k 
, Q2x— 2 (2) Q2x (2) 


est uniformément convergente dans tout domaine $ dans lequel la 
partie réelle de z admet une limite inférieure qui soit positive. 
Posons 








ne A2 k PERS a 
Aie Q2x 2 (2) Qx (2) 
on aura 
Pon(2) _ . 
D 2 (2), 
1 
c’est-à-dire 





Éne=L 


Admettons que z ait une valeur quelconque non sur la coupure, on 


aura 
ea 
Enel< EE 


Je désigne par (2) le minimum du module de 2 + lorque « varie 
de 0 à « en passant par toutes les valeurs réelles et positives Il est 
clair que, lorsque la partie réelle de z est positive ou nulle, on aura 

@=12|, 
mais si, dans z2—a + fi, a est négatif, on aura 
(2) =] 8 |. 

On voit que (2) est positif, non nul tant que le point z n’est pas sur 

la coupure. Puisque, par définition, on a 


|2+x:|2 (2), 


Lao <g EM 








il viendra 





c'est-à-dire 








» fk@|< 


<a, ef 
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Considérons maintenant un domaine quelconque $ qui reste à dis- 
tance finie de la coupure; dans ce domaine (z) aura une limite infé- 
rieure À qui sera positive. Dans tout le domaine $S on aura alors 


n 
1 
LS fe) | < a À ’ 
1 
et cette limite supérieure est indépendante de n. 


Soit maintenant a un point quelconque du plan non sur la coupure; 
nous allons montrer que la série 


Y 46 


est convergente pour z—4, et que la convergence est uniforme dans 
le voisinage de a, c’est-à-dire dans un cercle C décrit autour de a avec 
un rayon assez petit pour n'avoir pas de point commun avec la coupure. 

Prenons arbitrairement un point z, et un cercle C, dont z, est le 
centre et qui soit tout entier dans la partie du plan où la partie réelle 
de z est positive. 

Nous pouvons alors construire encore d’une infinité de manières un 
domaine $S englobant les cercles C et C, et qui reste à distance finie 
de la coupure. Dans ce domaine $S le module de la somme 


D fx) 


admet une limite supérieure indépendante de n, comme on vient de 
le voir. D’autre part, nous savons que dans le cercle C, la série 


F()= } fi (2) 
1 


est uniformément convergente. Nous pouvons donc appliquer le théo- 
rème du n° 30 et affirmer que cette série est uniformément convergente 
dans $ et partant dans C,. Et, en même temps, nous savons que F (2) 
est holomorphe dans $. 

Cela revient donc à dire que les réduites 


Pon (2) © 
Qu — 2e @ 
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tendent vers une fonction holomorphe F (2), tant que z n’est pas sur la 
coupure. 


34. L'étude des réduites d'ordre impair 
Pon+1(2) 2 Q2k+12 
Qon+1(2) Qc 1 (2) Qox+1 (2) 


se fait de la même manière et conduit au même résultat. Nous savons 





que la série 





Le) 
1 A2k+17 
UE me L Q2x-1 FER (2) 
est uniformément convergente dans tout domaine $S où la partie réelle 
de z admet une limite inférieure positive. Or, à l’aide du théorème du 
n° 30, on peut conclure que la série est convergente dans tout le plan 
hors dela coupure, et représente une fonction holomorphe. Cethéorème, 
en effet, s'applique grâce à la limitation 


Pon+1(2) 
Qon+1(2) 


qu’on obtient sans difficulté. 


_. 








Dans tout ce qui précède, nous n’avons pas eu à distinguer les deux 
cas où la série 


Lee) 


Y au 


L 


est convergente ou divergente. Dans le premier cas, les fonctions F(2) 
et F,(z:) sont distinctes, mais nous n’apprenons rien de nouveau, ce 
cas ayant été déjà étudié d’une manière plus approfondie. 

Mais, dans le second cas, les fonctions F(z) et F (2) sont évidemmment 
identiques et l’on peut écrire pour un point quelconque du plan non 
sur la coupure 


la convergence étant uniforme dans le voisinage du point considéré. 
La nature de la fonction F(2) se trouve ainsi mise en lumière; le 
seul point obscur qui reste à éclaircir, c’est la nature de la coupure. 
Il 30 
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Pour cela, nous allons obtenir pour cette fonction F (2) une autre ex- 
pression analytique, plus explicite que la série par laquelle nous 
l'avons définie jusqu'ici. Mais cette recherche rencontre encore de 
sérieuses difficultés et exige des considérations assez délicates. 


85. Étudions d’abord un cas particulier dans lequel un segment de 
la coupure ne présente aucune espèce de singularité pour la fonction 
F (2). 

Soit 

Vi Vo» Veo-ÿre 5 1! Vk 
une suite infinie de nombres entiers, positifs, croissants. On aura évi- 
demment, n parcourant la suite de ces nombres, 
Pon (2) 
Q2n (2) 


et la convergence sera encore uniforme dans le voisinage du point z. 





lim — F (2), 


Soient a et b(a < b) deux nombres positifs, nous supposons que pour 
n = v4 l'équation 





Qon (2) = 0 
n’admet jamais une racine comprise entre — b et — a. 
: ‘ a + b 
Considérons un cercle C dont le centre est le point — £ et dont 
: : Da 4 
le rayon R est un peu inférieur à —,—: On constate facilement que 


pour tous les points à l’intérieur ou sur le contour de ce cercle, on 
aura 














en supposant toujours n — »4. Il est aisé d’en conclure, d’après notre 
théorème, que si l’on pose (n —»x) 


= AO +R) ++ (0 


PT 


est uniformément convergente dans tout le cercle C et représente une 


la série 
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fonction holomorphe. Donc la fonction F(:) est holomorphe dans ce 
cas, même dans un domaine qui comprend à son intérieur une partie 
de la coupure, et sur le segment de la coupure entre —b et — a la 
fonction F(z) n’a point de singularités. Cependant il faut remarquer 
que, dans ce cas, si z est sur la coupure entre — het — a, la relation 


Qon(2) 
n'a lieu que tant que n parcourt les nombres »4. 
Soient r,, R;(r, < R,) deux nombres compris entre a et b. Les fonc- 





lim = F (2) 


tions f4(2) sont toutes holomorphes pour 
a<|2|<b; 


ensuite pour 7, <|2 <R, la série 


YA 6) 


est uniformément convergente, comme cela résulte aisément de ce qui 
vient d’être dit et de ce que nous avons démontré déjà antérieurement. 

Dès lors il est facile de voir que nous sommes dans les conditions 
exigées par le théorème du n° 31, et nous pouvons conclure: la série 


F (= Yr. (9 


représente pour q < |2|<b une fonction holomorphe qui peut se mettre 
sous la forme 


et, d'après la remarque à la fin du n° 32, le coefficient c; est la limite 
du coefficient de z' dans le développement de 
Pan (2) 
que (n = vx). 
La valeur de c_; est donc la limite du coefficient de 2-1 dans le 
développement de 





Pan(2) M, 
D iatsratetiie 
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Si l’on suppose x, < a, %+12b, ce coefficient est évidemment 


M +M+...+M,, 


car on a pour a << |2|<b 


p 
eu Dm(i-+) 








1 
n 1 9 
z 2 
+yupe x | 
p+1 


86. Nous allons exprimer ce résultat un peu autrement en introdui- 
sant une fonction croissante, discontinue y, (u) qui jouera un rôle im- 
portant dans la suite de nos raisonnements. 


Ayant posé 
Pon(?) _ WT M4 
Qu) — 2 2 + Tr 


nous définissons la fonction œ,(u) de la manière suivante 








Pn(u) = 0, O<u< x, 
Pn(u)—=M;, LT EU < Lo; 
Pn(u) = M; + M, Lo EU < Lg; 
Pn(u) = M; + M + M, T3 SU LL, 


Fi ein re te 2/41 6.4 2 


Pa(u)=M +M+...+Mn-:, Xn—1ESU< Ln, 
Pn(u)=M +M+...+M;, Ln SU L ©. 
Soit c un nombre compris entre a et b, on aura 
M, + M +... + My = a (c). 


Ainsi dans le cas particulier que nous considérons on a 


tant que a < |2|< b et la valeur de c_; s'exprime par 
C_1—=limp,(c), 


n parcourant toujours les nombres »4. 


RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 469 


CHAPITRE VI. 


REMARQUES SUR LES FONCTIONS CROISSANTES 
ET LES INTÉGRALES DÉFINIES. 


37. Le problème des moments que nous avons posé au n° 24 nous 
conduira à considérer une distribution de masse quelconque sur une 
droite Ox. Une telle distribution sera parfaitement déterminée si l’on 
sait calculer la masse totale, répandue sur le segment Ox. Ce sera évi- 
demment une fonction croissante de x, et réciproquement, étant donnée 
une fonction croissante de x, on pourra toujours imaginer quelle re- 
présente, de la manière indiquée, une distribution de masse. Ceci nous 
amène à faire quelques remarques sur les fonctions croissantes. Soit 
donc y (x) une fonction croissante définie dans l'intervalle (a, b), 


E15. Égs Ég 
une suite infinie de nombres positifs décroissants, tendant vers zéro. 
Les nombres 
p(x + En) (n== 10, 722,0) 
seront aussi décroissants, mais ils resteront > y (x). Ces nombres ten- 
dent donc vers une limite déterminée A. Soit 


ëi , € » €3)9 
une autre suite infinie de nombres positifs décroissants, tendant vers 
zéro, on aura encore 


lim y (x + en) = B (n=21,2,8,...) 
Mais il est facile de voir que A =—B, et nous pourrons dire que (x +) 


tend vers une limite déterminée, dès que la quantité positive & tend 
vers zéro, d’une façon quelconque. Nous écrirons 


+ 
lim (x ++) = (x), 
et il est clair que de même y(x—:+) tend vers une limite que nous dé- 


signerons par y (x). On a évidemment 


p Q) < p (x) Sp (x). 
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+ . ; . 
Lorsque (x) = (x), nous dirons que x est un point de continuité; 


+ - + _ 
lorsque y (x) > y(x), x est un point de discontinuité, et y (x) — y (x) est 
la mes'ire de la discontinuité. 

Dans tout intervalle (a, 8), il y a des points de continuité. 
En effet, soit 
À = p (8) — y (a), 
et choisissons quatre nombres p, q,r, s, de façon que 
a<p<q<r<s8<h; 
il est clair que l’une au moins des deux différences 
p(g)—p(r), p(s)—pt(r) 


1 : . 
sera € 4: Supposons, par exemple, que ce soit la première de ces 
L LA L L À 
différences qui soit plus petite que LÉ 


Écrivons p — a’, g—=f", nous aurons maintenant un intervalle (a, 8’), 
tel que 
P(B)—p (a) < $ 
ef 
Eee 
De même, en partant de l'intervalle (a', 8’), on pourra trouver un 


intervalle (a”, B”), tel que 


" " À 
p (B") — p (a”) < & ! 


a’ é” a” e B" "Hs B'. 
En continuant ainsi, on obtient une infinité d’intervalles 
(a,B), (a,8), (a”, 8°), ..., (a, pa), .…., 


tels que 
PB) — p (a) < À 
On pourra faire en sorte que 
lim a@% — lim p® —= y pour M == 
Or il est clair que y sera nécessairement un point de continuité, car 
— es 
p(r) —+(r) 
ne peut pas être plus grand que y (8) — y (a), quel que soit n: cette 
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différence est donc nulle. Il est à peu près évident que la somme des 
discontinuités que peut présenter y (x) à l’intérieur de l'intervalle (a, b) 
ne peut jamais surpasser y(b)— (a). Donc le nombre des discontinuités 
qui surpassent un nombre donné est fini, et il est clair par là qu’on 
peut ranger les discontinuités par ordre de grandeur décroissante. 
Les points de discontinuité de l'intervalle (a, b) peuvent donc être 
rangés dans une suite simplement infinie à indices entiers positifs 


Lis Moy gs y) 
Cela est vrai même lorsque l'intervalle considéré s'étend à l'infini; on 
le divisera en intervalles 
(a,b), (b,c), (c,d), (d,e), 

On trouvera une suite infinie de discontinuités pour chaque intervalle; 
l’ensemble des discontinuités constituera une suite à double entrée, 
qu'on sait ranger comme une suite simple. De 1à on peut conclure de 
nouveau, d’après un théorème de M. Cantor, qu’il y a des points de 
continuité dans tout intervalle. A la vérité, ce théorème se trouve dé- 
montré par les considérations précédentes. 


38. Si maintenant, à cette notion d’une fonction croissante, on veut 
associer l’image d’une distribution de masse, on sera conduit à dire 
qu’en un point de discontinuité il y a une condensation d’une masse 


finie, Un tel point est un point matériel de masse AE AUEN et, 
superposé à ces masses condensées dans des points, il y aura une 
distribution continue de masse. Il convient de regarder toujours 
p(b) — gp (a) comme la masse comprise dans l'intervalle (a, b). L’inter- 
valle (0,x) contient alors la masse (x) — (0) ou y(x) simplement, 


si l’on suppose (0) —0. On voit alors que (x) — p(x) est la partie 
de la masse concentrée au point x, qui est censée faire partie de l’in- 


. 
tervalle (0, x), tandis que la masse y (x) — y (x) est censée faire partie 
de l'intervalle (x, x’), (x > x). En changeant donc la valeur de (x) 


dans un point de discontinuité naturellement il faut qu'on ait toujours 


! x à) à 
p(x) <p(x)< y (x)|, on ne change en rien la distribution de masse, on 
fait seulement une nouvelle convention, relative à la façon de compter 
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une masse concentrée en æ, comme appartenant aux intervalles (0, x) 
et (x, x’). 

Considérons maintenant le moment d’une telle distribution de masse 
par rapport à l'origine. Posons a =x,, b—x,, et intercalons entre x, 
et Zn, n —1 valeurs 


LC eo CRI 
Ensuite prenons n nombres E&,,&,,...,£,, tels que 


Gr: = Ës Se. 


La limite de la somme 


& Co (x) — 9 (xo)] + & Le (&) — p (m)] +... + Enlo (tn) — p (tn -1)] 


sera le moment, par définition. Considérons plus généralement la 
somme 


(A) . F(é)Lp (x) — P(to)] + f (Éa[ (x) — P(t) 14... Hf(En) (tn) —p(tn-1)], 


elle aura encore une limite que nous désignerons par 
b 
J ru) a p (ui 
a 


Nous aurons à considérer seulement quelques cas très simples comme 
1 . , . / / 
f{u)=uf, f{u) = Eu © il n’y a pas intérêt à donner toute sa géné- 


ralité à la fonction f(u). Ainsi il suffira, par exemple, de supposer la 
fonction f(u) continue, et alors la démonstration ne présente aucune 
difficulté, et nous n'avons pas besoin de la développer, puisqu'elle se 
fait comme dans le cas ordinaire d’une intégrale définie. 

La valeur d’une telle intégrale ne change pas, si l’on change la va- 
leur de y (x) aux points de discontinuité qui se trouvent a l’intérieur de 
l'intervalle (a, b). Et, en effet, puisqu'il y a des points de continuité 
dans tout intervalle, rien n'empêche de supposer que x,,%,...,æn-1 
soient toujours des points de continuité. Il faut remarquer seulement 
que a et b aussi pourront être des points de discontinuité, mais un 
changement de valeur de w(x) dans ces points-là affecte la valeur de 
l'intégrale, puisque (a) et y (b) figurent explicitement dans la défini- 
tion de l'intégrale comme limite de l'expression (A). 
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Posons a = &,, b—£,+1, l'expression (A) peut s’écrire 


[@) ob) — fa) @)— p (ty) Lf(Ë  )—/f(é)] 
— p(x)[f(& )—/f(4)] 


— P(Xn) Lf(Ën +1) — [Exr)], 
et l’on a 


Ex S Xe S Er 


En passant à la limite, on a donc 


b b 
( [(u) d œ (u) = f{(b) p (b) — f (a) p (a) nu | p (u) d f (u). 








Dans le cas FO a = 0— y (0), 
f Eee — p (b) +f eos. 
u+zx  b+x (u + xŸ 


Faisons croître b indéfiniment, en supposant que + (b) reste finie, on 
aura 








°dp(u) _f"pwdu 
Jute (u + xÿ 


Il importait de ne laisser subsister aucun doute sur la légitimé de l’in- 
tégration par parties dans les circonstances actuelles. 


39. Soit toujours œ(u) une fonction croissante 


p(0) = 0, p(o)—=c, 


d p (u) 

ET a=f 2+u 
On définit ainsi une fonction holomorphe dans tout le plan, excepté la 
coupure, qui se compose de la partie négative de l’axe réel. Cette 


fonction y (uw) caractérise une certaine distribution de la masse totale c 
sur une droite OX. 


et posons 


Soit y, (u) une fonction de même nature que y (u), 


@1 (0) = 0, P1(2)—= 0€, 
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et posons 


en 


Nous allons montrer que, si les fonctions F (2) et F, (2) sont identiques, 


on peut en conclure que les fonctions œ(u) et y, (u) caractérisent la 
même distribution de masse; ces fonctions ne peuvent différer qu'aux 
points de discontinuité, et peuvent être considérées comme identiques 
si l’on n’a en vue que la distribution de masse. 

Il est aisé d’abord de voir qu’on peut écrire 


ne ® q(u) du 
QE) Gp” 





puisque F (2) = ®' (2) si l’on pose 


® (z) — Lane p(u) du. 
} a+u z+u 


Soient maintenant æ un nombre positif, e un nombre positif que nous 





allons faire tendre vers zéro; considérons, d’après l'exemple de M. Her- 
mite, la différence 

® 2eiq(u) du 

Ga + 


Nous allons voir que, pour lime—0, cette expression a une limite 





A a 


finie. Décomposons l'intégrale en deux 





% 2eip(u)du 7 2eip(u)du 
J'u—s+et] mate 


Je dis qu'on aura 





na, ee EL = rip(x), 





u — x) + €? 
€ ue, 
im pe = nig(a) 


En effet, écrivons 


z—Ve 


ep(u)du _ep(u)du ep(u)du 
Late + # mL (u— x) EL U—P+e 
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on aura 


z—Ve e Au 


J u—m@+e< ‘| GE à (arc tang = — arc tang 7); 


donc 








D'autre part, dans l'intégrale 





F ep(u)du 
ta) +e 
la fonction q(u) pour t—Ve<u <x prend des valeurs qui sont infi- 
niment voisines de p (x). Il est vrai que la valeur de (x) peut sur- 


passer y (x) d’une quantité finie, mais cette valeur de y (x) n’a aucune 
influence sur la valeur de l'intégrale. Il est aisé de voir alors que cette 
valeur diffère infiniment peu de 





af ù re =? > (x) arc tang ; 


donc 





_ep(u)du =? Fe mi _<?tu)du 
hs (u— 2x) +Le rue ne (u— x} + & 


On trouvera de même sans difficulté 


€ d æ T 
& = Eva), 


et nous aurons donc 
lim Lo (— æ + ei) — à (— 0 — 6] = ri Cp (a) + p (a) 


Posons maintenant 
= ( Eu us ri (u) du, 
. a+u z2z+u)"1 ° 
0 


on aura F,(2)=4(2), et, puisque nous supposons F(2)=F,(2), les 
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fonctions % (2) et $, (2) ne pourront différer que par une constante. On 
aura donc 
D(—r+ei)—P(—z—-ei)=dD(—z+ei)— D, (—x—ei), 


et, faisant tendre & vers zéro, on en conclut 


pa) + pe) = 1 (2) + pie) 
Cette relation a lieu pour toute valeur positive de x tandis que nous 
supposons (0) — y, (0) — 0. On peut en conclure que les fonctions œ{u) 
et y, (uw) caractérisent la même distribution de masse. En effet, tant 
qu'il ne s’agit que de caractériser une distribution de masse, on peut 
prendre arbitrairement les valeurs de œ (u), y, (u) aux points de discon- 
tinuité Rien n'empêche donc de prendre toujours 





Pi (&) = 


- + 
pa=ratrr®, 


- - 
P1 (&) + #: (&) 
2 


De cette façon, on voit qu’on a pour toute valeur positive de x 


p (&) = p: (x), 


et, puisque (0) —#, (0) —0, les deux fonctions sont identiques. 
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CHAPITRE VII. 


DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL. 


40. Soit 


une suite infinie de nombres; nous supposerons que ces nombres sont 
limités supérieurement et inférieurement. 
Il en sera de même alors des nombres 


Un, Un+t1, Un+2, Un+3, ..., 


et ces nombres admettent donc un maximum, ou limite supérieure L,, 
et également un minimum, ou limite inférieure /,. Ce nombre L, jouira 
alors des propriétés suivantes : 

1° Aucun des nombres 


Un, Un+1; Un +2; .. 


ne peut être plus grand que L,. 

22 Au moins un de ces nombres est égal à L,, ou, si cela n’a pas 
lieu, on pourra en trouver au moins un qui surpasse L, —e, e étant 
un nombre positif quelconque. Lorsque n augmente, L, ne peut que 
diminuer, de même 4, ne peut qu'augmenter. Dès lors il est clair que, 
pour ñ—%, on aura 

lim L, = L, 
lim ln = l, 
L2=1. 


Voici maintenant les propriétés du nombre L: 


I. Les nombres 


à partir d’un certain rang, sont tous inférieurs à L+e, s étant un 
nombre positif quelconque. 


En effet, puisque L, tend vers L en diminuant, on peut toujours 
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déterminer n de façon que L, soit plus petit que L ++; or aucun des 
nombres 
Mur Most Me ie 

ne surpasse L,, ils sont donc aussi tous < L +8. 

Parmi les nombres 

6, 0, Mi: 

il y en a toujours un qui est, soit — I,, soit > L, —£. Soit u4 ce nom- 
bre, il est visiblement plus grand que L —+ puisque L, 2 L. 

Ensuite, parmi les nombres 

Uk+is Ur+2, Ux+s, ... 

il y en aura un qui est, soit = Lx41, soit > Lx+1 —e. 

Soit u, ce nombre, il sera encore plus grand que L—e. 

De même, parmi les nombres 


Uiti, Wito, Uitks, 


il y en aura toujours un %,, qui est plus grand que L:+1—#, et, par 
conséquent, aussi plus grand que L— &. 
En continuant ainsi, il est clair que, dans la suite 
RS 
on peut trouver une infinité de nombres 
Ux, Ur, Um, ..:. 


qui sont tous plus grands que L—s. Les indices k,/,m,... vont en 
augmentant; or nous savons déjà que tous les nombres de la suite 


M, ne ne 
à partir d’un certain rang, sont inférieurs à L + &. 
Il en sera de même pour la suite 
da Me 
et nous arrivons à ce résultat : 
IT. Dans la suite 
U; , VU, Ua, en 


il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre L—e+ 
et L+:, e étant un nombre positif quelconque. 
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On verra de la même façon 


I. Les nombres 
U;; U , U3; 3 
à partir d'un certain rang, sont tous supérieurs à ! — e, 
II, Dans la suite 


U;, U , Us, …. 


il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre / — + 


et l+e. 


La considération de ces nombres L et / est due à M. du Bois-Reymond, 
qui l’a exposé dans un livre paru en 1882 et qui a été traduit en fran- 
çais par MM. Milhaud et Girot. M. du Bois-Reymond appelle L et / les 
limites d’indétermination des nombres #,; on voit en effet que, pour n 
infini, %, finit par osciller entre ces limites. Et il est évident aussi que 
les nombres #, ne tendent vers une limite déterminée que lorsqu’on 
LE 

La première application qu’on a faite de cette considération nous 
paraît due à M. Hadamard qui a remarqué que, dans le cas 


vs 
Un=VÎcr 


le rayon de convergence de la série 


Le) 


ÿ On 2" 


0 
est égal à 1:L. 


41. Je reviens maintenant à la fonction y, (u) défini au n° 36. C’est 
une fonction croissante qui est bien déterminée, même aux points de 
discontinuité. 

Elle ne varie qu'entre les limites 

1 
Pn(0) =0, des ec PES 

Soit maintenant # un nombre fixe, positif ou nul, et considérons la 

suite infinie 


Pi(u), pa (u), pa (u), 2 RÉME , 
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Ces nombres sont limités ; je désignerai les limites correspondantes 
Let ! par 
L= y (u), 


l= X (u), 
en sorte qu’on aura 


y (u) 2 y (u). 
Il est clair du reste que y (0) — 7 (0) —0, et si pour quelque valeur 


particulière de « on a 
y (u) = x (U), 


nous pourrons en conclure, d’après ce qui précède, que, pour n=, 
lim on (u) = y (u) = 7 (u). 
La fonction y, (u) étant croissante, on reconnaît immédiatement que 


les fonctions y (u) et y(u) sont aussi croissantes, 
Ainsi, sous la condition a < b, on aura 


SR 
D ne eo 


À ces inégalités, nous allons en ajouter une autre d’une très grande 
importance : c'est celle-ci 


De A a ST 10 


Mais la démonstration de cette inégalité exige quelques préparatifs 
42. Calculons d’abord l'intégrale 
ni ne k 
J a Pn co) u* du. 


Sa valeur est évidemment 
1 
pi +M+M+...+M) æi 
1 
+ ps Me + Me D) ET — td 


+ M+...+M,) (ét xé tt) 
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c'est-à-dire égale à 


1 
k+1 Mai tt + Mat! + Mai t! +... + Maxi t); 


ainsi 





ke Les k — Ch+1 He Ré 
7 = on (ut perd SE (A=0, 1, 2, 8, ...,9n—9) 
0 


On aura de même 





di C / 
[Le en+noi]urau = 2Ets (4—0, 1, 2,8, ...,92n+92n—2) 


et, par suite, 


 Lrn to — pren (W]jukdu—=0 (k—0,1,2,3,...,2n—2). 
0 
D'après un raisonnement bien connu, dû à Legendre, on en conclut 
que la fonction 
Pn(u) — Pn+n (U) 
doit changer de signe au moins 2» — 1 fois. Or, pn(u) et pu+n (u) sont 
des fonctions croissantes l’une et l’autre, puis ,(u) est constant dans 
chacun des intervalles 


(Xi, Le), (Las Lg), ... y (Æn—1, Th). 

Dans chacun de ces intervalles, Pn (4) — Pn+n' (4) peut changer de 
signe une fois au plus. Ensuite, il peut y avoir un changement de signe 
pour les points de discontinuité x, Las ++. En, Cela donne au plus n 
changements de signe; en tout on en a ainsi 2n — 1 au plus. Mais, à 
cause de 

Pn (0) —= Pn+n (0) = 0, 


1 
Pn(O)= Pn+n' et rs ’ 
1 


on reconnaît immédiatement qu’il ne peut pas y avoir d’autres chan- 
gements de signe. Donc, effectivement, il doit y avoir un changement 
de signe dans chaque intervalle 

(di Lo) _——. (Æn—1; Tn) 
et un changement de signe pour 


Ne 2 &=1,2,...,n). 
II 31 
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Pour une valeur u — xx, il faut donc que l’on ait 


- + 
Pn (Lx) <'Pn+n(Xx) <'Pn(Lk); 
et même dans le cas où la fonction »,+,(#) aurait aussi une disconti- 
nuité pour “ — xx (ce qui peut arriver exceptionnellement lorsque les 
équations 
Qon(2) 0,  Qon+an(z) = 0 
ont des racines communes), on aurait 


na) € nn (@i) < nn (a) € pa () 
Remarquons ensuite que, puisque 
Pn(u) — Pn+n (u) 
doit changer de signe dans l'intervalle (x, xx}1) et que y, (u) est con- 
stant dans cet intervalle, o,:,(u) doit effectivement croître dans cet 
intervalle. Or, cette fonction ne croît que par sauts brusques, les points 
de discontinuité étant les racines de | 
Qon+2n (— 2) = 0. 
On en conclut que, dans l'intervalle (xx, %x+1), il doit y avoir au 
moins une racine de cette équation. 
On retrouve ainsi une proposition que nous avons déjà obtenue 
d’une façon plus complète (voir n° 5). 


43. Pour démontrer maintenant l'inégalité (3), plaçons-nous dans 
l'hypothèse contraire; supposons qu'on ait 
y (a) > x (), 
on pourra trouver un nombre positif s tel que 
y (a) — € > y (b) + €. 
Cela étant, d’après les propriétés des limites d’indétermination, nous 
savons qu’il existe une infinité d'indices croissants 
Mai Vas M es VS 
tels que p,(a) pour n = 4 est toujours >> y (a) — €. Et il existera aussi 
une seconde suite d'indices croissants 


, , 
Vis V2 V8» y Vk) 


tels que w, (b) pour n =; est toujours < 7 (b) + e. 
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Je dis maintenant que, pour n — », et aussi pour n = y;, l'équation 


Qan (— 2) = 0 
ne pourra jamais avoir une racine comprise entre a et b. En effet, sup- 
posons que pour n =; cette équation ait une racine c comprise entre 
a et b. Alors la fonction y, (u) aura encore une discontinuité pour u—c, 
et, puisque y, (a) est déjà supérieur à y (a) — +, on aura 


Pn (©) > y @)—e, 


+ 
Pn(c) > y (a) — &. 
Or, dans la suite 


nous pourrons toujours trouver un nombre »;, = n’ supérieur à n = 4. 


Dès lors, on devrait avoir 


pn (©) < n'O < Pn ©. 
Mais c’est là évidemment une absurdité, car 
Pn'(c) = pn' (D) < 46) +e, 
tandis que 
Pn(o > pa—e>xb+e. 
Il est ainsi prouvé que l’équation 
Qon(— 2) = 0 
ne peut avoir aucune racine entre a et b lorsque n —»,, et l’on verra 
de la même façon que cela est vrai encore pour n = »;, 
Puisque donc, pour une infinité de valeurs n — x, l'équation 
Qen(— 2) = 0 
n’admet aucune racine entre a et b, nous savons (voir n°% 35, 36) que 


la fonction F (2) admet un développement 
+ 


) Ci2° 


— 
convergent pour a < |2|<b, et la valeur de c_; est la limite de y, (0), 
c étant un nombre fixe entre a et b, n parcourant les valeurs 


Vis Vos Vas 
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Mais on peut appliquer le même raisonnement en faisant parcourir à n 
les valeurs 

NS M TM UE, 
et puisque, dans les deux cas, la fonction F (2) est la même, on devrait 


avoir 
c_1—=limy (c) =limy, (c). 
vx vx 
Or cela est une absurdité évidente, car tous les nombres p, (c) sur- 
k 


assant w (a) — € et tous les nombres (c) sont inférieurs à 
P y Pr, 


x (@) + e < y (a) — &. 
La contradiction qui se manifeste ici montre que l’hypothèse d’où on 
l’a déduite, et qui consistait à admettre que 


y (à) > x (0), 


doit être rejetée. L’inégalité (8) se trouve démontrée. 


44. Ce point important établi, nous pourrons introduire une fonction 
qui joue le rôle principal dans notre théorème fondamental. Posons 





ot =#%+10, 


il résulte immédiatement des inévalités (1), (2), que c’est là une fonc- 
tion croissante; on a d’ailleurs (0) —0, et la fonction ne peut pas 


croître au delà de = comme y (u) et y(u). Il est clair que 
1 


Du+eZzzu+e)Zy(u), 
donc 
ee 
® (U) = y (u). 
De même 


D (u) = 7 (u). 
Ainsi, lorsqu'on a y(u) > y(u), ® (u) est discontinue et la mesure de 
la discontinuité n’est pas moindre que y (u) — y(u), mais elle peut être 
plus grande. Aussi ® (w) peut être discontinue même en des points 
pour lesquels y (u) = y(u). Mais, & (u) étant une fonction croissante, 
nous savons qu'elle a des points de continuité dans tout intervalle, 
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Or, si l’on a 
à (0 = # (u), 

on conclut w(u)— y(u)—=limep,(u) pour n—%%. Donc, dans tout in- 
tervalle, il y a des points w tels que y,(u) tend vers une limite finie 
pour n = . 

Voici maintenant une propriété de la fonction (uw) qui nous sera 
très utile. Considérons la fonction w,(u); elle est discontinue pour 
u= xx et pour # > n ona 


_ + 
Pn(Dk) < Pn' (Tr) <'Pn(Xx). 


Il s'ensuit évidemment que w(xx) et x(xx), les limites d’indétermi- 
nation des y} (xx) pour n'— ®, sont aussi comprises entre p,(xx«) et 
4 
Pn(xx): donc 


— + 
Pn (Tr) = E (x) SE Pn (Lx). 


45. Considérons maintenant les équations 
Qan (— 2) = 0, (n—=1,2,38,...), 
et un intervalle quelconque (, b), 
0<a< b. 


Deux cas peuvent se présenter : 
Ou bien les équations 
Qn(— 2) =0, 
pour lesquelles il n’y a aucune racine entre a et b, sont en nombre fini; 
ou bien ces équations sont en nombre infini. 
Dans le premier cas, nous dirons que l'intervalle (a, b) est de pre- 
mière espèce ; dans le second cas, il est de seconde espèce. 
Lorsque l'intervalle (a, b) est de première espèce, il existe un nom- 
bre », tel que pour n > » l'équation | 
Qu (— 2) =0 
a toujours au moins une racine entre a et b, et cette propriété est évi- 
demment caractéristique pour un intervalle de première espèce. Ainsi, 
lorsque, pour une valeur particulière de n, l'équation a deux racines 
entre a et b, l'intervalle est toujours de première espèce, car les équa 
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tions suivantes de degrés supérieurs auront toujours au moins une 
racine entre ces deux racines-là. 

Supposons que l'intervalle (a, b) soit de seconde espèce et, en outre, 
que les points a et b soient des points de continuité de & (#) et de 
toutes les fonctions p, (u). Il résulte de cette dernière hypothèse que: 

® (a) — lim ph (a), 
n = oo 

& (b) = lim y (b). 
n = oo 


Je dis qu’on a nécessairement ® (a) — ® (b). En effet, supposons 
® (a) € % (b), 
on pourra déterminer un nombre positif s tel que 
D (a) + e < D (b) — &. 
D'autre part, pour toutes les valeurs de n au-dessus d’une certaine li- 
miten >y,ona 
pn(a) —+(a|<e, 
|n (b) — E (b)|<e&. 
Il s'ensuit que, pour ces mêmes valeurs de n, on a 


Pn (a) < n (b). 
La fonction y, (u) doit donc augmenter effectivement lorsque u croît 
de a jusqu’à b. Cela n’est possible que si l'équation 
Qen (— 2) = 0 
a au moins une racine entre a et b. Comme cela doit arriver pour toutes 
les valeurs de n qui surpassent », on en conclut que l'intervalle (@, b) 
est de première espèce, contrairement à l'hypothèse admise. On a donc 
bien 
(a) = Ÿ (b). 
Pour # >», on aura toujours 
(pPn@)—P(@|<e, 
| Pn (®) — Pb) | <e; 
mais, puisque ® (a) — ® (b), il est évident qu'il s’ensuit 
Ipn(u) — P(W)|<e, 
pour toutes les valeurs 
a=u< b. 
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C'est là un résultat important; il suppose que l'intervalle (a, b) soit 
de seconde espèce et que a et b soient des points de continuité de ®(u) 
et de toutes les fonctions ,(u). Dans le cas a —0, l'intervalle (0, b) 
peut être de seconde espèce, mais voici dans quelles circonstances 
seulement. L'équation 

| Qan (— 2) = 0 
ne doit jamais avoir une racine égale ou plus petite que b; car, si cela 
arrive, l'équation 
Qen (— 2) =0 

a toujours pour » >n une racine dans l'intervalle (0, b), qui serait 
ainsi de première espèce. Donc, si l’intervalle (0, b) est de seconde 
espèce, on a toujours 

Pn(b) = 0, 
et par conséquent ®& (b)}— 0. Les fonctions \(u) et æ (u) sont identi- 
quement nulles dans tout l'intervalle 

OZ<u< b. 


46. Soit L un nombre positif quelconque et considérons l'intégrale 


L 
J 1n(u) — & (u)| du. 


0 
Entre 0 et L, j'intercale &— 1 nombres w,, %, ..., Ux-_1 
UM =O0 LU LU LL... L'Ur-1 L'Ux = L, 

d’une façon quelconque. Je désigne par + l'étendue du plus grand des 
intervalles (w;:_:,40:), (i=1,2,...,k). 

Pour simplifier un peu les raisonnements, je supposerai qu'aucun 
point w; (i—1,2,...,k) ne soit racine d’une équation 

Q2n(—2)=0, 

ou un point de discontinuité de & (w). Puisque l’ensemble des racines 
et des points de discontinuité de & (u) peut se ranger sous la forme 
d’une suite infinie, il existe de tels points w; dans tout intervalle. Le 
point #,—0 n’est pas une racine, mais il peut être un point de dis- 
continuité pour &(u). Cependant, cela ne peut jamais arriver lorsque 
l'intervalle (w,, #,) est de seconde espèce, car alors ® (u) est nulle dans 
tout l'intervalle. 
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À chaque intervalle (u;_:1,u;) j'associe maintenant un nombre en- 
tier »; de la façon suivante. Si l'intervalle est de première espèce, je 
suppose que le nombre »; est tel que, pour n > »;, l'équation 


Qon (—43)=0 
a au moins une racine dans l’intervalle. 
Si l’intervalle est de seconde espèce, je suppose que, pour n > »; et 


Ui—1S<U £ U:, 
on ait 


IPn(u)—B(U)i<e!, 


e’ étant un nombre positif arbitraire, le même pour tous les intervalles 
de seconde espèce. 


Cela étant, soit N le plus grand des nombres 
VIS VS ee ET VE 
je supposerai désormais n > N, et je cherche une limite supérieure de 


l'intégrale 
[Len 00) — & qu) au. 


0 


Pour cela, je la décompose dans une somme de k intégrales 


k 
ee eat 


Si l'intervalle (u;_1,u) est de première espèce, la fonction Pn (U) 
aura au moins un saut brusque dans l'intervalle pour u = c et 


— + 
Pn (oO = E (0) < pn (c). 
Les deux intervalles 
[on (ui_1), En(w:)] et [®(u;:-:1), d (u)] 
auront donc au moins un point de commun, par conséquent 


Pn (ui) = D (Ui—:), 
D (ui) = Pn(u: 1). 


Dans tout l'intervalle, on a évidemment 


Pn(ui-1) — D (ui) = pn(u) — D (u) £ n (wi) — P (ui-\), 


RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 489 


et à plus forte raison 


Pn(u) — D (4) £ pn (ui) — pn(ui-1) + D (u) — D (ui), 
Pn(u) — D (u) = pn(ui-1) — pn(ui) + D (u:_1) — D (us), 


c’est-à-dire 


| Pn(u) — D (4) | £ nf) — pn(ui-1) + P (ui) — P (ui). 


On en conclut 


‘: Ipn(u)— P(u)|du£ ef pn(u:) — pn(ui-1) + D (ui) — D (wi :)4. 
Le facteur qui multiplie & est la somme des variations de fonctions 
Pn(u) et ®(u) dans l'intervalle (u;_;,u;) La somme de toutes les in- 


tégrales 
[Un @)— & (0) | au, 


Vi: 


pour lesquelles (u;_;,u;) est un intervalle de première espèce, a donc 
pour limite supérieure 


€ (0, + 0), 
9, étant la somme des variations de p,(u) dans ces intervalles, o, la 
somme des variations de ®(). Il est clair que 5, est inférieur à la va- 
riation totale de y, (u), c’est-à-dire à 


Pn()— pa (0 


De même 0, est inférieure à la variation totale de æ (x) qui, elle aussi, 


1 er ; 
ne peut pas surpasser Es On peut donc adopter pour limite supérieure 


s . 26 
de la somme considérée l'expression De 
£ 


Si l’intervalle (u;_1, w;) est de seconde espèce, on aura dans tout 
l'intervalle, à cause de la valeur de n > N >», 


|Dn(u) — P(u)| Le’, 


"i [Dn(u) — D (u)| du Le’ (ui —u;_;). 


Mi: 


La somme de toutes les intégrales de cette espèce sera donc infé- 
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rieure à Le’, puisque la somme des intervalles est évidemment infé- 
rieure à L. 

D'après cela, il est clair que nous pouvons énoncer la proposition 
suivante : 


L,e,e! étant des nombres positifs arbitraires, il existe un nombre 
entier N tel que, pour n >N, 


L 2e 
[lent — @(u) | du < TE + Le 
0 


47. Il est évident que 





ae =frnts 








Qon(2 J 2+u  ] (+uÿ” 
Pon(z ? D(u)d du En (u ) — D (u) 
on J G+ÿ— pE Guy 1% 


2 étant un point quelconque non sur la coupure. On en conclut 


Pon()_ jeŒ(u)du| _ je |pulu)—œ{u)| 
QE) | G+uÿ <J abus + 











La limite supérieure peut s’écrire 


L | gn (0) — ® (u)| |pn (u) — ® (u). 
er mo Papas du 








Adoptons deux nombres positifs &, e! et déterminons N comme dans 
le n° 46, on aura, pour n >N, 


first ne 0 ges AR ra 
0 





2+u/ (e 


(2) Étant, comme au n° 83, le minimum de |z2+ |, lorsque « varie 
de 0 à w. 
Pour l'intégrale entre limites L et w, j'observe que 


1 
IPN PR a 
et pour z=a<+fBi, 


la+ul=(u+ 0) + F2 (u + a), 
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donc 








2 |qn(u)—D(u)| ] 
| run 7 Ha PRE bts 


en supposant que L + a soit positif. 
Il vient donc 





Re — © p(u)du 
Qzn (2) / (2 + uŸ 





<a +) + 


Or les nombres L,e, es’ étant arbitraires (ou à peu près), il est clair 
que la limite supérieure peut être rendue aussi petite qu'on le voudra. 
Il est ainsi démontré que pour tout point z non sur la coupure, on a 


Pen(z) _ RO =f 50. 
zbLu 











lim 


n —= 00 Qon(2) 0 (2 + u) ne 


Nous savions déjà que 
Po ñn (2) 
Qzn (2) 


tend vers une fonction holomorphe F (2); nous voyons maintenant que 
cette fonction peut se mettre sous la forme 


_”a&(u) 
FO] pu 


Quant à l’uniformité de la convergence, il résulte de la limitation 


obtenue que la convergence est uniforme dans tout domaine $S où la 


partie réelle de — 2 et Ce) St limitée supérieurement. Un tel domaine 


peut s'étendre à l'infini, 


48. De la même façon que nous avons étudié les réduites d'ordre pair, 
on peut étudier les réduites d’ordre impair, et l’on trouvera 


lim 2"+1(8) _p @=f" AAUIE 


Qon+1(2) z+u 


®, (4) étant encore une fonction croissante qui caractérise une certaine 
distribution de masse sur un axe OX. 
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Mais il est à peine nécessaire de faire cette recherche, car le seul 
cas qui nous intéresse est celui où la série 


D 
Le 
1 
est divergente; mais alors nous savons que F(2)=F (2), et il devient 
inutile de faire une recherche spéciale pour obtenir une forme analytique 
plus explicite de F, (2). Les fonctions & (u) et &,(u) caractérisent alors 
nécessairement la même distribution d’après le théorème du n° 39. 
Dans le cas où la série 


co 


Ya. 


l 
est convergente, il est clair que les distributions de masse caractérisées 
par les fonctions & (4) et æ,(u) sont celles données par les systèmes 
10, SL. 
(v:, 0), i=0,1,2,3,... 
considérées au n° 24. Les intégrales 


[ors [TE 


se réduisent alors aux séries 





0 


Lit Lire 


Nous avons vu (n° 15) que x étant réel positif, on a 


G. Fo=Ÿ +. toit ip e (O<E< 1); 


or, on a 








FO fi red 94 


Il est aisé de voir que, pour æ— + w, le second membre a pour 
limite 


[ de@=e(x) 


0 
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En effet, cette intégrale ayant une valeur finie, on peut choisir un 
nombre L de façon que 


[ astw=a, 


L 


e, étant plus petit qu’un nombre arbitraire &. On aura alors 


k do(u)=#, 
Fa 


& étant plus petit que &. Ensuite il est clair qu’on peut prendre x assez 
grand pour que 





FH > L : 
| zhad®w)=] d (u)— €? 
0 0 
ei étant plus petit que s. On aura donc 
Fr ..4t (= fo d D (u) + 8 — &! a d D(u)— e1 + 4 — #4 
0 


or, d’après la formule (1), on a 


imzFa)=0= , 
@& = a; 


donc 


Ja @u=cr 


0 


Ce point établi, nous pouvons écrire 


Le») 1 (ee) 
F Get = ir er grud®(), 


nt due. ar (| “4 pu" (u) 
Nous savons que, pour x—=, 
C 
lim x? (F (x) — à = — C4. 
On peut en conclure que l'intégrale 


@ .......... [use 


0 
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a une valeur finie et que cette valeur est c,. En effet, si 
L 
Î u à D (u) 
0 


croît au delà de toute limite avec L, le second membre de (2) croîtrait 
aussi au delà de toute limite pour x— x, ce qui ne doit pas avoir 
lieu, L'intégrale (3) a donc une valeur finie, et pour obtenir cette va- 
leur il suffit de faire croître x indéfiniment dans la formule (2). En 
continuant ces raisonnements, on voit que généralement 


o 
Î uË d D (u) = cz. 
0 
La distribution de masse caractérisée par la fonction ®{(w) constitue 
donc une solution du problème des moments. 
Dans le cas où la série 


Le) 


Ye. 


0 
est divergente, nous n’obtenons ainsi qu’une solution de ce problème, 
et, en effet, nous démontrerons bientôt que ce problème n’en admet 
pas d’autres dans ce cas. 
Nous avons vu (n° 42) que 


: ae k ee RTE ic F Fes 
) É qn (u)|u MER [kz=0, 1,2... 80 2), 
0 


et du résultat que nous venons d'obtenir on conclut aisément 





. ir k — Ch+1 pe € . 
| ÉE ® (u)|u du= ir  (E=0,1,2,8,..); 


on en conclut que 
Pn(u) — ® (u) 


doit changer de signe au moins 2n — 1 fois. Soit x; un point de dis- 
continuité de y, (u); il est facile de conclure 


REA 9 A 


Ce résultat précise celui obtenu à la fin du n° 44. 
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Il est clair aussi que, dans un intervalle où la fonction ®{(u) est con- 


stante, l'équation 
Qu (— 2) = 0 


ne peut avoir plus d’une racine. 


49. Je reviens à la proposition du n° 46; pour n>Nona 


. 2e 
(l |Pn(u)— ? (u) | PERTE + Le’. 
0 


Nous venons de voir que D(æ)—ph(0)—c, par conséquent 
Cp ——Pn(u) et co —(u) 
ne sont jamais négatifs, et à cause de 
Pn (U) — D (u) = co — D (u) — [co — Pr (v)], 
on aura 
|Pn (U) — PU) |] c —- P (u) | + | co — pn(W) |; 
or il est facile de voir que 


(Go — pa) | < 2» 


CECTOIRST 


En effet, considérons la distribution de masse caractérisée par ® (u) 
[ou ,(u)]. Le moment du second ordre est «,, la masse totale com- 
prise dans le segment de # à « est c, — æ(u), le moment du second 
ordre de cette masse est inférieur à c,; si l’on concentre cette masse au 
point #, on diminue encore le moment du second ordre; donc 

| Co — D(U)| < co. 
Il vient donc 


| qn tu) — (| < Ÿ& 
et 
Î pr tu) — ® (u) du < 2, 
L 
puis 


[ ign tu) — qu | du < + Le 4e 
ÿ 1 4 
0 
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Par un choix convenable de L, &,s' on peut rendre la limite supé- 

rieure plus petite qu’un nombre donné, par conséquent 
lim lon —atwldu—= 0. 
n = © 

50. Voici comment on peut interpréter ce résultat. 

Désignons par les symboles D, et D les distributions de masse ca- 
ractérisées par les fonctions y, (u) et æ (u). On peut passer de la distri- 
bution D, à la distribution D par un certain transport de masses. Con- 
venons de dire que le transport d’une masse m sur une longueur / exige 
un travail mesuré par m1. Alors on voit, sans difficulté, que le travail 
total minimum nécessaire pour passer de D, à D (ou réciproquement) 
est mesuré par 


Î |Pn(u) — P(u)| du. 
0 

Nous désignerons ce travail minimum aussi par {D,, D}, et il semble 
naturel de dire que la distribution D, diffère infiniment peu de D 
lorsque {D,, D} est infiniment petit. 

Ainsi D peut être considérée comme la limite de D,. 

En général, lorsqu'on a une suite infinie de distributions 

D,, D;, D;, lé 
et qu’il existe une distribution D telle que 
Dr, D} 

devienne inférieure à £ dès que n surpasse une certaine limite, on dira 
que D est la limite de D,. 

On peut reprocher à cette définition de faire intervenir la limite D 
elle-même, et puisque 

Du, Dngni SIDn, DI + ID, Dupni 2e, 
on serait porté à adopter la définition suivante: la suite 
D, ? D;; D:; 
tend vers une limite s’il existe un nombre # tel que 
1D», Dutn} < €, 

e étant un nombre positif arbitraire. 
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Mais il est clair que cette définition manque de sens précis, tant 
qu’on n'aura pas démontré qu’il existe effectivement une distribution D 
telle que {D,, D} devienne infiniment petit. Nous avons voulu indiquer 
seulement cette question, que nous n’examinerons pas ici. 


Poule) = M 
SA ds te 


1 


Puisque 





on voit qu'on peut considérer cette réduite elle-même comme une 
espèce de moment paramétrique (dépendant du paramètre z) de la 
distribution D,. Et le résultat principal de nos recherches revient donc 
à ce que le moment paramétrique de D, a pour limite le moment 
paramétrique de D. 

Or, si l’on considère l’intégrale définie par laquelle s'exprime le 
moment paramétrique de D, et si l’on se rappelle la définition d'une 
intégrale définie comme limite d’une certaine somme, on verra que, 
pour cette somme, on peut justement prendre le moment paramétrique 
de D,, c'est-à-dire la 2nme réduite de la fraction continue. On peut 
donc dire que la fraction continue est une transformation identique de 
l'intégrale définie. Cette singulière réduction l’une à l’autre de deux 
expressions analytiques si différentes, une intégrale définie et une frac- 
tion continue, nous l'avons remarquée pour la prémière fois dans le 
cas particulier où Q2,(:) est un polynome X, de Legendre. (Voir 
Comptes rendus, t. XCIX, p. 508; 1884). 

C'est le désir d: généraliser ce résultat qui nous a fait entreprendre 
les recherches que nous exposons ici. 
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CHAPITRE VIIL 


, e d u 
ÉTUDE DE L'INTÉGRALE Î dy (u) 
z2+u 


51. Soit y(u) une fonction croissante quelconque [y (0) —0], nous 
supposerons seulement que la distribution de masse quelle représente 
a des moments finis d'ordre quelconque, et nous poserons 


ati u* dy (u). 


Considérons maintenant l'intégrale 


1 dy(u) 
1 414. 

0 
qui représente une fonction holomorphe dans tout le plan, excepté la 
coupure. Si la fonction y (u) est constante à partir de u = a, l'intégrale 
se réduit à 

‘3 dy (n) 

2+u 


et la coupure ne s'étend que de # —0 jusqu’à u—— a. Tous les mo- 
ments sont alors finis dès que cela est le cas pour c, — y (a). L'intégrale 
admet évidemment un développement asymptotique 


C C 
+4 


qui est divergent en général et convergent pour |2| > a dans le cas 
particulier que nous venons de mentionner. 
Mais on a toujours, lorsque z— x est réel positif, 
d'y (u c #t Se. Ëc 
DER SE HO IEEE (<<) 
0 
Le développement en fraction continue de cette intégrale, ou, à 


proprement parler, de son développement asymptotique, a fait l'objet 
des recherches de Tchebicheff, Heine, Darboux. 
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Nous allons reprendre ici cette étude, en nous attachant surtout à 
la question de la convergence, qui n’a guère été considérée dans les 
travaux antérieurs que nous venons de rappeler, et dans lesquels on a 
pris toujours la fraction continue sous la forme (1) (voir l’Introduction). 

Pour réduire la série en fraction continue, on n’a qu’à appliquer les 
formules du n°11, les déterminants A, et B, seront positifs comme 
déterminants des formes quadratiques positives 

[ @o+tuxi+wx, +. +ur-ix, 1 dy(u), 


4 


0 


[ "æ+ uX,HuX, +... Hurn-1X, 1) dy(u). 
0 
On trouvera donc une fraction continue du type que nous avons 
étudié, les a; étant positifs. 
Dès lors, nous pouvons appliquer les résultats obtenus par l’étude 
directe de la fraction continue. 
Deux cas sont à distinguer : 


c 


1° La série > an est convergente. 
1 


Dans ce cas on a 


Lo) 


OP  : DU: Wir d®(u) 
ot) re 2 FEU | 2+u 


lim 2410) pe) 2 — à a =f{ ap, (u), 














D, 7” aq), ' 2 + 6; D zu 
20 La série 3 an est divergente. 
1 
Dans ce cas, on a 
lim & M =ru=) : ur 


. ae »e ® dy(u : 
Mais quels rapports ont ces limites avec l'intégrale Lu dia 
été l'origine de la fraction continue ? 
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52. Pour répondre à cette question, supposons d’abord z = x réel 
et positif. On a alors ce théorème (voir Comptes rendus, t. CVIIT 
p. 1297; 1889): 


Le minimum de l'expression 


est égal à 





” d y(u) ha Pon (x) 
! xz+u  Qon(x) 


et l’on a donc nécessairement 





[a Pon (x) 
x+u 7 Qu (x) 


La vérification est facile ; posons 
L—1+X (+ u) + Xe (x Hu) +... + Xa(x + u)"; 


les conditions du minimum sont 


Dora . [@+m*gav (0) =0 Chi 08, 9, C1 
0 


Ces relations sont visiblement équivalentes à celles ci 


['urgay()=0 [k=0, 1,2,...,(n—1)], 


0 
ou bien, si l’on se souvient le symbole $ introduit au n° 11, 
S fuk SI — 0 [k—0, 1,2,...,(n—1)] 


D'après la formule (3) du n° 11, le polynome £ dans le cas de mini- 
mum, ne diffère donc que par un facteur constant de Q:,(— uw), et, 


puisque £ se réduit à l’unité pour u——x, on aura 
Es Qon us u) 5 
M Qon (x) 


Le minimum est 








ci g=f" a SO+X;(œ+u) +... +Xn(x + u)"], 
0 0 | 
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ce qui, à cause des formules (1), se réduit à 


“dwy(u) ,, __fdy(w) 1 ® Qon (2) — Qon(— U) 
FSrus=] xz+u Il + u hd 











La dernière intégrale est évidemment égale à 





Qon (&) — Qu (— 4) APE 
s| æ+u [= Pan (0), 


ce qui achève la démonstration. 
On vérifiera aussi aisément ce second théorème : 


Le minimum de l’expression 





® ud 


est égal à 





Pon+1(2) -f d'y (u) 
Qon+1 (x) x+u 


_et l’on a donc nécessairement 


Pon+1(x) | f°du(u) 
Q2n+1 (x) ] xæ+u 


A ces théorèmes, j’ajouterai la remarque suivante: 
Dans le cas du premier théorème, £ est le polynome en « le plus 


LL 


général qui se réduit à l’unité pour u—=—x. Or (= est aussi un tel 


polynome; on aura donc 





une pan 





z+u  Qon(@) a (x + u) 
c’est-à-dire 
Pan (@) | Co _ Ci y C2 ___ __Can—1 
QG & Te am? 


et l’on trouvera de même 


Pan+:(2) > Co _ Can 
Qui @) x a ++ 
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Ces inégalités, nous les avions obtenues déjà (n° 15), mais rappro 
chons-les maintenant de celles-ci 





P n me : : Po 
2 @</ po 2n +1(€) 





Qo n (X) xz+u ET à 
Pour calculer numériquement l'intégrale 
fe dy) 
x+u 
on peut se servir de la série (même divergente) 
LOL ER EE. ee 
pr JR moi 


la somme d’un nombre pair de termes donnera toujours une limite in- 
férieure, la somme d’un nombre impair de termes une limite supé- 
rieure. 

Mais on peut aussi réduire la série en fraction continue: les réduites 
successives donneront encore alternativement des limites supérieures 
et inférieures. 

Nous voyons maintenant qu’il y a toujours avantage à réduire la 
série en fraction continue: les limites données par les réduites sont 
. plus rapprochées que celles données par la série. 

La limite de l’approximation que peut donner la fraction continue 
est caractérisée par ces inégalités 


® d'y (u) 
F (x) < SF, (x). 
J xz+u 





53. Il est facile maintenant de répondre à la question posée à la fin 
du n° 51. 


Dans le premier cas, lorsque la série 


DE 
1 
est convergente, nous savons que le problème des moments est indé- 
terminé (n° 24). C’est dire qu'il existe une infinité d’intégrales 
° dy (w) © d'y (u) © d ya (u) 
Jeu tt Aer 
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qui sont des fonctions holomorphes distinctes de z, qui donnent le 
même développement asymptotique 


et, par conséquent, aussi la même fraction continue. 
Le calcul des réduites de cette fraction continue conduit à deux 


limites 
o dœ(u) _ plz) _ mi 
J tnt in) DES n 


1 


e dœ(u)_pi(z)_ WT vi 
a CE 0; 


0 











mais on ne peut établir évidemment aucun lien précis entre ces deux 
fonctions parfaitement déterminées et une intégrale telle que 


Î z+u 
0 
puisque cette fonction est susceptible de varier. 


La seule chose qu’on peut affirmer c’est que, pour 2=2%, On aura 
toujours | 





(x) æ+u TT (x) 


Les fonctions ®(u) et æ, (u) figurent d’ailleurs aussi parmi les déter- 
minations possibles de y (u). 


TR dp (u) - px) 
qg (x nm 


On ne peut pas avoir, pour une valeur particulière x=%, 
P(&o) _ fo dy (u) , 
q (Xo) 9 TF4 
sans qu’on ait identiquement dans tout le plan 
non gré Pé2 
q (2) z+u } z2+u 


0 
et les fonctions y (u), ® (u) peuvent être considérées comme identiques, 











, 


puisqu'elles caractérisent la même distribution de masse. 
En effet nous avons vu que 


4 dy (u) __ Pen (&o) =f d'yp (u) [Qan(— D. 
Zu  Qan (To) %o + U L Qan (Lo) 


0 
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Or, si le second membre tend vers zéro pour n =, comme nous 
le supposons ici, cela aura lieu à plus forte raison lorsqu'on remplace 
x; par un nombre plus grand. Par conséquent, on aura 





af 
ge J 2+u 


dès que z est réel, positif, plus grand que x, 
Mais alors cette égalité aura lieu dans tout le plan. 
On verra de même que l'égalité 





Pi (Go) __ f d'y (u) 
QU (Go J %+u 


entraîne l'identité 





P1 (e) a d'y (u) 

1 (2) À 2+u 
Tant que la distribution de masse, caractérisée par y(w) n’est pas 

identique à une de celles représentées par ® (x) et ®,(u), on aura 


p (x) dy(u) _ p,(x) 
ae 2+u <q & 





l'égalité étant exclue. 


54. Dans le second cas, la fraction continue est convergente et l’on 
aura, pour z2=%, 








P, (x) ni ; 


x+u Que J  xzEu” 


e* 


car, dans ce cas, F (x) —F, (x). Il s'ensuit que l’on a 
dy (u) _f”dæ(u), 
Lire cl 
0 0 
car cette égalité ne peut avoir lieu pour z2—x sans avoir lieu dans 
tout le plan. Les fonctions w(u) et & (w) seront identiques ou elles re- 
présenteront au moins la même distribution de masse. 


On voit aussi que le problème des moments est déterminé dans le 
cas actuel, et qu'il n’admet pas d’autre solution que celle caractérisée 
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par la fonction & (u) ou y(u). En effet, si le problème avait une autre 
solution caractérisée par w, (u), l'intégrale 


[EE 
z2+u 


donnerait toujours la même fraction continue, et il s’ensuivrait 


free les 


Il est à remarquer que ce second cas peut arriver, même lorsque le 
développement 











Co CG C2 
z to ON 
est toujours divergent. En effet, la série est dans ce cas lorsque 
Cn+1 
Cn 


croît au delà de toute limite. Nous savons que, pour cela, il faut et il 


suffit que les nombres 
1 


TT SENS n— 125932) 
ne soient pas limités supérieurement. Or, il est clair que cela n’em- 
pêche nullement la série | 
Hh+aæ+as+... 
d’être divergente. On pourrait, par exemple, prendre arbitrairement 
tous les a;, exceptés ceux d’une certaine suite infinie 
Bu Ori Ge 
et déterminer ensuite ceux-ci de façon que les nombres 
1 1 1 
Gp Ap+1 dgag+1 Ar Ar+1 


’ 


croissent au delà de toute limite. 


55. Pour donner un exemple de la théorie que nous venons d’ex- 
poser, considerons l’intégrale 


© [1+H2sin(fu)]e- 
Î Tu du 





0 
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où —1<i<I1. Puisque 
dy(u)=[1+isin(Wu)]le-Wuau, 
nous avons affaire ici à une distribution de masse à densité finie. Cette 


distribution varie d’ailleurs avec le paramètre 1. Mais, si l’on calcule 
les moments, on trouve 


= f'ute-#x du (k—0, 1, 2, 3,...): 
0 


ils ne dépendent pas du paramètre 1; en effet, on vérifie sans peine 
que les intégrales 


fu sin (Wu) e-Viau=4 [ ut%+5sin ue“au (k—0, 1,2,8,...) 
‘0 0 
sont toutes nulles. Le problème des moments a donc manifestement 
une infinité de solutions ; nous sommes dans le cas indéterminé, et il 
est certain que des valeurs des a; seront telles que la série 

œ 

Le 
l 


est convergente. La fraction continue donnera deux limites 


DE) LV pe, BY 
g (2) LoEr ARE) DRE 


1 0 








et les distributions de masse (u;, ;), (»:, 0;) constitueront encore deux 
solutions particulières du problème des moments. Mais on ne peut 
établir aucun lien précis entre la valeur de l'intégrale et les limites 
fournies par la fraction continue. Toutefois, lorsque 2 — x est réel po- 
sitif, on pourra toujours obtenir des limites supérieures et inférieures 
de l’intégrale en calculant les réduites. Mais, puisque les c, et les az ne 
dépendent point de À, on voit qu’on ne tient aucun compte de la partie 





du—=nie-Vix, 


1 (° Sin (Wu) e— Vu 
Î xæ+u 

0 
Puisque À peut varier de — 1 à +1, on en conclut nécessairement 


P1(x) _ PS o,,-W1z 
LE) ne 
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La fraction continue ne peut donner qu’une approximation limitée, 
comme c'est le cas aussi du développement en série, En calculant a,, 
&, ..., On voit que ces nombres suivent une loi très compliquée, en 
sorte qu’on ne peut pas vérifier directement la convergence de la série 


Ÿ en 


1 


56. Je donnerai encore un autre exemple dans lequel cette vérifi- 
cation peut se faire, | 
Soit f (4) une fonction impaire et périodique de 4, 


fu+h= +), 


alors l'intégrale 


n 


J w u— lou f(logu)du, 
0 


où 4 est un entier quelconque, positif. nul ou négatif, est toujours 
nulle. 
Pour le voir, il suffit de remarquer que 


+ 
1. e—* f(v) dv = 0 


—® 


et de faire la substitution 


D = — . + log u. 


Ainsi, dans le cas f(u) — sin (2xu), 
É uk u lou sin (2x logu)du—=0. 
0 


Je considère maintenant l’intégrale 





= 1 + sin (2x7 logu) “ 
Var 2+u 


— leu qu, 
0 
où 
“ist, 
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On voit que les choses se passent comme dans l’exemple précédent ; 
la valeur de 


1 


D f: re  lu+s 
is val uk u—IEu qu — x ee + Du qu = ei 
TT TT 


0 — co 
est indépendante du paramètre 1. 
La fraction continue doit donc être oscillante; cela se vérifie ici 


directement, puisqu'on a 
A ne) (1—e-1) ( — ei) Fan CRE a Pa à 
2n+1 
AT ah 
ie (1 —e—1) (6-5) ie 408 


À cause de e > 1, la convergence des séries 


D an, D anti 


est manifeste. Pour abréger, je supprime le calcul qui donne les valeurs 
des a, (et qui reste valable sans qu’on ait besoin de supposer que e ait 
la valeur particulière 2,71828 . ..). 
Dans le cas actuel, la différence 
P1(x) __ p(x) 
(x)  g(x) 
doit surpasser nécessairement 
2 L sin (27 log u) RS M) 


Va æ+u 





po 





0 


57. Comme exemple du cas déterminé, je rappellerai d’abord la 
fraction continue étudiée par Laguerre, dont nous avons parlé dans 
l'Introduction. Puisque, dans ce cas, | 

Gon—1 =], PARENT OA 
n 
la fraction continue est convergente et représente dans tout le plan, 
excepté sur la coupure, l'intégrale 





k mé 
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1 


La masse s'étend ici à l'infini, et, en effet, les nombres b, = 
n Un +1 


ne sont pas limités supérieurement. 

Dans le cas où la masse ne s'étend pas à l'infini, la fraction continue 
est naturellement toujours convergente, car le développement en série 
est alors même convergent pour des valeurs suffisamment grandes de z. 

Comme exemple de ce cas, considérons une fraction continue pério- 
dique telle que | 

bon =D, Dan-1 = 9. 
On connaît, dans ce cas, immédiatement la fonction F (2) 


F(=VÈE+as+ 6 = —s:+p—0 


n ik n 
an = (2) , ame (À) ; 


l’une des deux séries 








et 


[ce] a 
) A2k; ) A2k+1 
1 0 


sera toujours divergente. Mais la fonction F (2) doit pouvoir se mettre 


© db (u) 
Î Lu 


0 


sous la forme 





et l’on a vu, dans le n° 39, comment on peut mettre F(z:) sous cette 
forme, si l’expression explicite de F(2) est connue. 

Ce calcul conduit ici aux résultats suivants. Deux cas sont à distin- 
guer selon que p à q. 


Premier cas: p > q. 

Posons 
a=(Vp —V), 
B=Vp +Va), 


on aura 











z u z+u 


Ainsi il y a, à l’origine, une concentration de masse égale à Va B—p—, 
puis une distribution continue de masse dans l'intervalle (a, B). 


ne trop du 
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Second cas: p < Q. 
On trouve simplement 


__1 [ÉVu—a)(B—u) du. 
14e Ent ua ces 


a 





la masse concentrée à l’origine du premier cas a disparu. Dans le cas 
particulier: p=Qq, on a a —0, et l’on peut appliquer l’une ou l’autre 
des formules trouvées. Il n’y a pas de masse concentrée à l’origine, 
mais la densité y devient infinie. 

Dans le premier cas, la série 


Le) 


D aor+1 


0 


est convergente, et sa somme est 1 : (p — Q). 


58. Nous allons montrer que, toujours dans le cas déterminé, la 
masse concentrée à l’origine est 


Le +] 
He D a+; 
0 


elle est nulle lorsque la série est divergente. 
Dans le cas indéterminé, 
Le 3 A2k+1 
0 


est le maximum de la masse qui peut être concentrée à l’origine; elle 
s’y trouve, en effet, dans la distribution 


(vi, 6:), 
puisque 


0 


mais, dans toute autre distribution, la masse concentrée à l’origine 
est moindre. | 
Je rappelle la limitation 


[sr 
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nous savons (n° 15) que 


limæF: (x) = 1: LE Qa2x+1. 


Nous allons montrer que 

















lim D a = lim y(s)—= y 
en désignant par # la masse concentrée à l'origine. 
En effet, 
® xdwy(u) __[”xdy(u) Va x d'y (u) Cu) L zdy(@u) 
Î z+u — Hu +] a+u +f æ+u 
et il est évident que 
© xdwy(u) _ y (x?) 
roue O<F< 0 
V’x x d — 
[tu <v0D ve, 
® x dy (u) a V 
ï x+u < tro) y ( æ)]; 


la première intégrale tend vers w, les deux autres vers zéro. Dans le 


cas déterminé, on a 





® dy(u) | 
z+u = F, (x); 


il vient donc 
u= 1: 2 Q2 k +1: 
0 


Dans le cas indéterminé, on peut conclure seulement 


ao 
m£Sl: Ÿ as, 
0 


et cela pour toutes les distributions équivalentes qui donnent les mêmes 


moments et la même fraction continue. 
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Nous savons d’ailleurs que, pour la distribution caractérisée par 


®,(u), on a 


co 


4=V= | : D ass. 


0 


Je dis maintenant que, pour toute autre solution du problème des mo- 


m< 1 DAC 
0 


En effet, admettons que, pour ,{x) et (uw), on ait 


u= 1: D aor+r 
0 


Si, dans chacune de ces deux distributions (supposées différentes), 


ments, on a 


on enlève la masse concentrée à l’origine, il restera deux systèmes 
de masses donnant encore les mêmes moments, c’est-à-dire équiva- 
lentes. Il existe alors une troisième distribution de masse, équivalente 
à ces deux-là et qui a, à l'origine, une masse finie uw’. Cette distribution 
est caractérisée par une fonction &;(#) analogue à ®æ,(u). En rétablis- 
sant maintenant la masse u, on aurait une solution du problème des 
moments primitifs, avec une masse u + y” à l’origine qui serait supé- 
rieure à 


(ee) 


1: D as+r 


0 


Cela est impossible, d’où la proposition énoncée. 


59. Dans le cas où la série 
D 
2... 
5 
est divergente, nous avons vu que la fraction continue est convergente 
et que la limite des réduites est 


F@=/f ie 


0 
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Il est clair maintenant que la fonction ® (4) qui figure ici n’est assujettie 
dans un intervalle quelconque (a, b), à aucune autre condition restric- 
tive que celle d’être croissante. Il s'ensuit qu’en général la coupure est 
bien une ligne singulière à travers laquelle il est impossible de conti- 
nuer analytiquement la fonction F(2). En effet, pour que cette conti- 
nuation analytique soit possible à travers l'intervalle (— a, —b) de la 
coupure, il faut que la fonction & (x) soit une fonction analytique de w 
dans l'intervalle (a, b). Or c'est là une condition très restrictive qui ne 
sera point satisfaite en général. 

Mais, si l’on veut donner des exemples particuliers, on ne peut 
guère commencer par se donner les 4,, ou cela n’est possible que dans 
des cas très restreints. Il faudra bien se résigner à prendre pour &% (u) 
quelque fonction analytique, ainsi s'explique qu’en réalité nous n’avons 
pu donner aucun exemple du cas général dans lequel la coupure est 
une ligne singulière. Dans tous nos exemples, la coupure est seulement 
une coupure artificielle. 


60. La fonction y(u) étant donnée, ou la distribution de masse 
qu’elle représente, comment peut-on savoir si la fraction continue pour 


[us 


est convergente ou divergente? C’est là un problème qui présente 
quelques analogies avec celui qui consiste à décider de la convergence 
ou de la divergence d'une série donnée. On n’en peut guère donner une 
solution générale; tout ce qu'on peut faire, c’est donner quelques règles 
qui permettent de répondre à cette question dans un certain nombre 
de cas particuliers. Lorsque a fraction continue est convergente, le 
problème des moments n’admet qu’une seule solution; nous dirons 
aussi, dans ce cas, que la distribution de masse représentée par y (u) 
est déterminée. On ne peut guère faire varier cette distribution, sans 
introduire des masses négatives, si l’on veut conserver les moments. 
Or les masses négatives seront toujours exclues. La distribution de 
masse est indéterminée, au contraire, lorsque la fraction continue n’est 
pas convergente, mais oscillante. 


IL 38 
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Voici d'abord quelques remarques qui sont à peu près évidentes. 
Si, à une distribution de masse indéterminée, on ajoute de nouvelles 
masses, on restera toujours dans le cas indéterminé. Si, à une distri- 
bution déterminée on enlève une partie de la masse (toujours sans in- 
troduire des masses négatives), on restera dans le cas déterminé. 

Dès qu'on trouve deux distributions équivalentes qui ne sont pas 
identiques, on est certainement dans le cas indéterminé. 

Qu'on veuille bien se reporter maintenant aux formules (8) et (11) 
des n° 11, 12, par lesquelles les sommes 


++... +aent, 
a +a;+...+aon 


s'expriment au moyen des cz. 
On trouve facilement que, 


De DC XiXx = F(X, DES AA LS Où 
0 0 


étant une forme quadratique définie et positive, le minimum de 


TU, x XL, 14 
s'exprime par 





Coo Co Con | c Aie 
ce C1 M GE | | 11 er 1,n 
…. . do. ste | C, DE ne 
Cho C1 .…. Cun | É + 





Dès lors, on reconnaît que le minimum de 
| (+X,u+...+Xiu’) dy(u) 
0 

est égal à 


(4 ét, . agi), 


et le maximum de 
f'u-a+rutxu+.. + x 00 
0 


est égal à 
a + a +... + ao. 
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On trouve, du reste, facilement que, dans le premier cas, on a 


Qon+1(— 4) 
X; Las —— 
. E % g — U Q2n+1(0) 


et, dans le second, 
IHX,u+...HXuut—=Qon(— 4). 
Pour abréger, nous écrivons le premier résultat ainsi 
dy (in 1i(u Hasta) 


Remarquons que l'intégrale, dont fdwy(u)}, est le minimum, a pour 
u—=0, un élément égal à la masse y concentrée à l’origine; on a donc 


U € sdp(u)in, 


en sorte qu’on retrouve, de cette façon, la limitation 


= 1: Dar. 
0 


Lorsque n augmente, $dy(u)}, ne peut que diminuer; pour n=, 
cette expression tend vers une limite positive ou nulle que nous re- 


présenterons par 


sd y (ui, = 1: d A2 x +1: 
0 
61. Considérons d'abord le cas où il n’y a point de masse concentrée 


à l’origine. Nous savons que, dans le cas déterminé, la masse con- 
centrée à l’origine est égale à | 


1 DCE 
0 


id (u)i, = 0. 


donc 


Mais, dans le cas indéterminé, la série 


ee) 


D asr+ 


0 


est convergente et par conséquent 


{dy (u)}, > 0. 
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Ainsi, s’il n’y a point de concentration de masse à l’origine, la frac- 

tion continue sera convergente ou oscillante selon que 
fd y (u)t, 
est nul ou positif. 

Si la distribution 9 représentée par y (u) a, à l’origine, une masse y, 
enlevons cette masse et soit 9’ la distribution ainsi modifiée. Suppo- 
sons que, d'une manière ou d’autre (par exemple, à l’aide de la pro- 
position précédente), on sache si la distribution ®D’ est déterminée ou 
indéterminée, qu’est ce qu’on en peut conclure pour 9? 

Si la distribution 9’ est indéterminée, ® est aussi indéterminée. Si, 
au contraire, D’ est déterminée, je dis que ® est aussi déterminée, en 
général; il faut faire exception seulement pour un cas singulier que 
nous indiquerons. En effet, voici comment on peut conclure dans le 
cas où ® serait indéterminée, ®’ déterminée. Soit ®, la distribution 
équivalente à D, mais qui a, à l’origine, la plus grande concentration 
de masse possible, cette masse étant x. Elle est donnée par une 


» db,(u) _pi() _ WT 
Re CT 


0 


fonction %, 





et »—4. Tant que D nest pas identique à D,,on a 
M >. 

Enlevons à ®, la masse u (ce qui peut se faire sans introduire une 
masse négative), on aura une distribution 9; équivalente à D’. Donc, 
si 9’ est déterminée, 9, et D’ doivent être identiques, et, par exemple, 
aussi D et 9,.. 

On peut donc dire, si 9’ est déterminée, 9 l’est aussi en général ; 
il y a exception seulement lorsque 9 est une distribution du type (v:;, 0i) 


62. Je vais supposer maintenant, comme cela arrive dans les exem- 
ples particuliers qu’on peut traiter, 


dy(u)=f(u) du, 
f(u) étant une fonction positive et généralement continue. On a ici 


sf(u) dut, = minimum de [ rtu) SHX,u+...LX,urt du. 
‘0 
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D'abord, dans certains cas particuliers, on sait calculer ce minimum, 
ou obtenir la fraction continue. Ainsi, par exemple, dans le cas 


ba (] ua—le—-bu 








dun 
on trouve : 
He. ee 
grDs PA EL CRE Cut à LE 
a a(a+1)...(a+n—1) 


io tou — Ds 


: Le) 
Puisque a > 0, on voit que la série à a2k+1 est divergente, donc 
0 


Input 20. 


Il est clair que, c étant une constante positive, on a 


if(cu)duin = = if(u) dun, 
f(cu) dut, = : if(u)dut.…. 


D'autre part, si 
f(x) : f(x) 
reste inférieur à un nombre fixe, on aura 
ifi(u)dui, =0, 


dès qu'on sait que 
if(u) du, = 0. 


Si, au contraire, le rapport 
fi (u) : f(u) 
est constamment supérieur à un nombre positif, on aura certainement 
fi (u) dus, 0, 
dès qu’on sait que 
jf(u)dui, > 0. 


63. On peut aller plus loin dans cette voie, et nous démontrerons 
cette proposition. 
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Supposons que. 
if (u) dus, —=0, 


et que le rapport f,(u):f(u) a un maximum fini M, dans l'intervalle 
(a, ©) (ce nombre M, pouvant d’ailleurs croître indéfiniment lorsque a 
tend vers zéro), alors, je dis qu’on aura aussi 


if. (u) dui, = 0. 


Pour le démontrer, soit s un nombre positif aussi petit qu’on le 
voudra. Je détermine d’abord un nombre positif a par cette condition 


J'imaux se 
0 


Soit ensuite f(u) une fonction qui est nulle dans l'intervalle (0, a) et 
égale à f(u) pour u > a. 


On aura 


r@aut= | ffu) S(uÿ du = [ ro £ (u} du, 


Q(u) étant un certain polynome du degré n en % et qui se réduit à 
l'unité pour 4 = 0. 
D'autre part, si l’on a 


r@au, =" 700) £ (u} du, 
on aura s 


fQ) aux = | f(u) Su} au= [” f(x) £ (uÿ du € {f(u) dun. 


Donc, puisque nous supposons 


if(u) dus, = 0, 


on aura aussi 


jf (u) dut, =0. 
J'observe ensuite que 


A GDdut, < [A 00) £(udu= ['A 0) £(uau+ | ñ(") £ (uŸ du. 
0 0 a 
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Or, le polynome £ (u) est déterminé à un facteur près par les con- 
ditions 
[ FC0 £ Co n*au=0 Hset,95,..:: 1, 
0 
ou 


[ ro Q (u)u* du — 0. 


Il s'ensuit que toutes les racines de 
£ (u) = 0 
sont positives, plus grandes que a. Et puisque £ (0) = 1, on voit que, 


dans l'intervalle (0, a), on a 


0€ L(u)<1, 
et, par conséquent, 


JA (0) £ (y du < [A (u)du Le. 
À , 


0 
Ensuite 


[AG SC au LM [7700 SCD au = M 1700 au, 


donc 


(A (u)duin < $e+M, if(u) dun 


Or, il existe un nombre » tel que, pour n >»,ona 


M, tft uk, < 4e, 
et il est clair d’après cela qu’on a 
{A tu) dui, = 0. C. Q.F. D. 


Dans le cas 


4 
[= ER VE gta va 





la fraction continue (voir plus loin n° 86) s'obtient avec des valeurs 
simples des ax 
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par conséquent 
| 4du 
AG Et 
le MT Enobet de 


ee) 


et aussi, c étant une constante positive 


du 
eva eva 0 





Cela étant, posons 


ftw=us-1e-vug (u), 


il 
= — 


= re à 
e°V7u e”°V7u 


où a >0,b>0,42Z4, tandis que nous supposons c < b. Ensuite & (w) 
sera une fonction positive de u, qui dans tout intervalle (a, ©) reste 
inférieur à un nombre fixe. On a 


AW: CM ENT Se @)e-tu+eovx(] — e— 2e vu), 


et l’on voit que ce rapport tend vers zéro pour 4 =. 
Nous pouvons appliquer la proposition démontrée et conclure 


Ua — 1 e--vuÀ G (u), — (, 
Ainsi l'intégrale 


z2+u 


donne une fraction continue convergente, tant que 2=4. Supposons 





À 
D ya—-lp—-bu g hu 
1 Has au 


0 
G(u)=1, la fraction continue sera oscillante pour 1< +; pour abréger, 
je supprime la démonstration. 


64. Appliquons ce résultat à la série de Stirling. 
On sait qu’en posant 


logr(a=(e— 5) loge —2 + à 108 (2) + J (), 


11° sd f 1 
J@=, | Ft D EE . 


0 


on a 





ou 


1 [zur idu 1 
= “Su 6 ( re al 
0 
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C'est là une intégrale telle que nous l’avons étudiée ; on a seulement 
remplacé z par z et multiplié par z. Le développement en série prend 


ainsi la forme 


(A) . RÉRE . . TUE NU £ 





et la fraction continue devient 


(B) . . . ... ,  ————— 


On a ici 


“4 Uri . à ,—2ax1v/u 
fu) = ue log Lena) ste G (u), 





G (0) = er V* og "| 

G(u) tend ici vers l'unité pour #— « et satisfait ainsi à la condition 
imposée à cette fonction dans notre énoncé. Il suffit donc de trans- 
former la série de Stirling (A) dans la fraction continue (B), pour avoir 
une expression convergente qui représente J (2) tant que la partie réelle 
de z est positive. 

La fraction continue change de signe avec z comme l'intégrale de 
Binet; dont elle est une transformation identique; mais, lorsqu'on 
change ainsi le signe de z, ces expressions donnent — J(2), mais pas 
J(— 2); l’axe imaginaire est une coupure, aussi bien pour l'intégrale 
que pour la fraction continue. 

Le calcul des ax est très pénible ; on trouve 


D L0, 4.) \309., : 1008800, 
Sn 0 7 16047 ‘°" 


la loi de ces nombres paraît extrêmement compliquée. 


65. Nous terminons ici cette étude de l'intégrale 


° dy (u) 
Î z2+u 
0 
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par l'énoncé des propositions suivantes, dont la démonstration se déduit 
aisément des formules que nous donnerons plus loin (n° 76, 77, 78). 
I. Si l'intégrale 





(te 


donne une fraction continue convergente, on aura de même une frac- 
tion continue convergente pour 


12 © d'y (u) 
2 ui) zu” 


u étant une constante positive, excepté dans un cas singulier. Ce cas 
singulier se présente lorsque la distribution de masse caractérisée par 
y (u) est identique à celle donnée par une fonction %, (u) 


(v:, 0) 


à laquelle on aurait enlevé la masse », concentrée à l’origine. 
IT. Si l'intégrale 





Le 


donne une fraction continue convergente, l'intégrale 


° u dy (u) 
Î z+u 


donnera aussi une fraction continue convergente, excepté dans un cas 
singulier. 
Le cas singulier exceptionnel est le même que pour la proposition (1). 


IT. Si l'intégrale 





[Es 


donne une fraction continue convergente, l'intégrale 





© d'y (u — À) 
Î z+u 


où À est une constante positive, donnera aussi une fraction continue 
convergente, excepté dans un cas singulier. 
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Ce cas singulier a lieu lorsque la distribution de masse caractérisée 
par y (u) est celle ci 
(ui, Li — À) TES VE PL: PEUE P 


c’est-à-dire si cette distribution s'obtient en rapprochant de la quantité 
4,, de l’origine, les masses d’une distribution (u;, Li) provenant d'une 
fonction % (uw) 
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CHAPITRE IX. 


ÉTUDE DES TROIS CAS PARTICULIERS. SUR LE PROBLÈME DES MOMENTS 
DANS LE CAS INDÉTERMINÉ. 


66. Le résultat auquel nous sommes arrivé dans le n° 47 est parfai- 
tement général et embrasse tous les cas possibles. Cependant, il peut 
arriver que la fonction + (4) prenne une forme particulière: c’est ce 
qui arrive déjà dans le cas où la fraction continue est oscillante. Nous 
allons étudier ici quelques nouveaux cas de ce genre. 

Supposons 2 — x réel positif; dans quels cas Pen (x) et Q2n (x) tendent- 
ils vers une limite finie pour n — w? Puisque 

Quant) = B+Bxz+...+ Baux”, 
By = 1, 


B = Ÿ_ (a+ a+... + ax 1) ao, 


il faut certainement que &, reste fini: la série 


= D (a+ a+... +asx-1)as, 


doit être convergente. Mais cette condition nécessaire est aussi suffi 


sante, car, puisque les racines de Q2, (2) —0 sont réelles et négatives, 
on a 


BB, x\”" B 
Qon (x) < LÉ mere d'enss ''at 


La série o étant convergente, il s'ensuit que la série 


Le) 


) A9 k 


1 
est aussi convergente. Quant à la série 


00 


) do x—1 


1 


elle peut être aussi bien convergente que divergente, 
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Mais, dans le premier cas, on retombe sur le cas déjà examiné, où 
aussi 
Pan+1(x);, Qan+1(x) 
restent finis Nous aurons un cas nouveau en supposant : 
1° La série 
2 


) A9 k—1 


1 
est divergente ; 


2 La série 


co 


; (us + as +... + asx-1) dox 
1 
est convergente. 


Par des raisonnements absolument analogues à ceux développés dans 
le Chapitre IV, on arrivera aux conclusions suivantes. 
Dans tout le plan on a 


lim Pon(2) = 8 (2), 
lim Qon(z) = Q (2), 


S (2) et Q(z) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions sont du 
genre zéro et n’ont que des zéros simples, qui sont réels négatifs. On 
a par exemple 


a(@=(1+) Le (+4)... 
où a; est limite de la kième racine de 
Qon(— 2) =0, 


pour n =. 
La fraction continue converge vers 


8) _y y 
Q (2) 4 2 + € % 


1 


et la distribution (x, ax) est la solution du problème des moments qui 
est déterminé et n’en admet point d’autres. Puisque 


Qan+1 (2) _42Q,(2)+a;2Q@(2)+...+aont12Qon(z) 


thés sat 


dy ag+...Haonti a+ ag+...Haont: 
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et que Q: (2) tend vers @ (2) tandis que la série 


ao 


) A9 k—1 


1 


est divergente, on voit facilement que 





: eu Qon+i (2) Fu 
In pp pare = 


de même 





P 2 
ns a; + ds 1) Aon+1 de 0 
Ainsi se vérifie donc la convergence de la fraction continue, puis- 
qu’on a aussi 
Pan+1(2) 8 (2) 


li EE 


—. Qon+1 Fr Q(2) 


67. Voyons maintenant dans quel cas P2,+1 (x) et Qon +1 (2) tendent 
vers des limites finies. Puisque 
Lilo — D, + ®,,x +... . + dx", 
FL) 2 1 , 


n 
D = Data... +asas, 
1 
il faut certainement que la série 
= Ÿ_(a+a+...+an)ass: 
Li 


soit convergente, Mais cette condition est aussi suffisante. 
La convergence de 5’ entraîne celle de 


Lee) 


DATES 


0 
quant à la série 


Lee] 


) A2%k; 


1 
elle peut être convergente ou divergente; mais, dans le premier cas, 
on retombe sur un cas déjà étudié. 
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En supposant au contraire : 


1° La série 
Ë 


1 
est divergente ; 


2 La série 


D (as + as + + Gex) G2k+i 


est convergente. 
On a un cas particulier nouveau, qui conduit aux résultats suivants 
Dans tout le plan on a 


lim Pon+1(2) = 8, (2), 
lim Qou+1 (2) = @: (2), 


8, (z) et Q, (2) étant holomorphes dans tout le plan. 
Ces fonctions sont du genre zéro et n’ont que des zéros simples qui 
sont réels négatifs. On a par exemple 


z z z 
a @=0Ca(1+7) (1 + . (+5)... 
où B4 est la limite de la kième racine de 
Qn+1(—2):2—=0, 


pour n = . 
La fraction continue tend vers 


®, (2) ch d Ô 


MA DR SL à 

@(z) 2 Tab let: 
et la distribution (64, Bx) (= 0) est la solution du problème des mo- 
ments. 


On a ensuite 








co 2 ENS SAR PT Pen À 
CH EL 0h 


ce qui met en évidence la convergence de la fraction continue. 
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68. Je reprends les formules du n° 2, mais pour ordonner maintenant 
les polynomes P,, Q, suivant des puissances descendantes de la variable 


Pan(2)=2"-1(+as-l+has +...) X &üs...40n, 
Quest (HPpsr EP ti. )XaS... 
Pann1(=2* (+yz-l type -3E..) X Ds... Gants 
Qon+1(2)=2"T1(1+ôz 14H02 2+,.) X 4... @on+1; 
on aura, en introduisant les bz, 


a—=d +b;+...+bon-:1, 
B=b +b+...+bon-1, 
y = de +03 +... + bon, 
d—=db +b +...+ bo». 


Posons aussi {2— 1, puis 


Uon=i+at+a tt +.,,+Ham—-2in—t, 
Von=l+Bpi+Bi +... +pnu-nin, 
Uonsi=l+yt+yi +... Lynn, 
Von+i=l+ôt+ot+,,,.+ôom—-Dpn;: 
on aura 





Pon(2) Uon Pon+1 se, g Uan+1 


ee ———— 3 


_—=bl=— ) — 
Qzn (2) ER PR Qon+1 (2) Vent 





en sorte qu’on a 
Un +1 = Un + dut Un 1, 
Var Va + DE Va x. 
En supposant donc d’abord t positif, les U, et V, vont en augmen- 
tant. Pour qu'ils tendent vers des limites finies, il faut évidemment 


que les quantités a, B, y, à restent finies. Cette condition revient évi- 
demment à celle-ci : la série 


Da 


1 
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doit être convergente. Ensuite on reconnaît facilement que cette con- 
dition nécessaire est aussi suffisante, et qu’elle conduit à cette con- 
séquence : pour toute valeur réelle ou imaginaire de t, on a 


lim U, = u (t) , 


n = ao 


lim V, = v(t), 
n=œ0 


u(t) et v(t) étant deux fonctions holomorphes. 
On a donc 








EE 
un es) 
ce gen he 5) 


2 


lim 


La fraction continue est donc convergente, et en effet il est clair 
que la série 


Le) 


Ÿ a 


1 


doit être divergente, puisque nous supposons que la série 


ee] 
Eee 
: ax A x +1 


est convergente. 


69. Posons n —2m ou n — 2m + 1 selon que n est pair ou impair, 
on aura 
Va=(1+xt)(1+xt)...(1+ zut), 
où nous supposerons 
M 2 Li? DD 5, >Les 
ce sont là les racines de 


Qon(— 2) = 0 ou de Qon+1(—2):2=0, 


rangées par ordre décroissant. Lorsque # croît, une racine +, de rang 
déterminé 4 croît aussi, et elle tend pour 4— vers une limite dé- 
terminée. Et, en effet, elle ne saurait croître indéfiniment puisque la 
somme de toutes les racines reste finie. 

Il 84 
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Si nous posons 
lim æx —= Vs 


n —= 


on aura 


NN AIR...) 


et deux 7; ne peuvent pas être égaux (voir le raisonnement du n° 20). 


La série 
be 


1 
est convergente et l’on a 


v(t)=(1+rt)(+nt)( + rt)... 
Considérons la décomposition en fractions simples 


LEE MN: NT: 5 
l'AS 1+xt + 1+xt More 





où C, — 0 lorsque n est pair, Com+1 > 0 


On + M + M +... + M1, 
n 
LEE à Mrast, 
L'pn 1 + Xkt 
£ 
Pour n—, la constante positive x tend vers une limite s; et 
l’on démontre aisément, en passant à la limite pour n —, 


u(t) rasxt 
CORP EE TE 





ou encore 


u(t) s 
TO en ne 0 LP TT 


en sorte qu’il vient finalement 


P, (2) _ 1 
_. Qn (2) 7 
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On voit donc qu’il y a une masse égale à 
Le) 
( — ÿ- à d; 
1 


concentrée à l’origine; on a donc nécessairement 


Fu jra= A2 kx— 1. 
À 1 


Cette masse sera nulle ou positive selon que la série 


œ@ 


) A2k—1 


1 


est divergente ou convergente. Il est à remarquer que ce second cas 
est en effet possible; il exige seulement que les a: croissent rapide- 
ment afin que la série 


[ce] 


Eee 
; dx 4x +1 





puisse être convergente. 
0 Sx . . 
Ensuite il y a les masses” concentrées aux points rx, qui pour 4 — 
£ 
se rapprochent indéfiniment de l'origine, la série 


Ce] 


Y ni 


1 


étant convergente. On voit donc que la fonction 


P, (2) 
Qn (2) 


a une infinité de pôles dans le voisinage de 2—0, et ce point 2—0 
peut être un pôle ou non selon les cas. 





F(2)—lim 


70. L'une des premières fractions continues que l’on ait considérée 
en Analyse fournit un exemple du cas que nous venons d'étudier. C’est 
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la fraction continue de Lambert 





ps 7 


> TENTIES 





Pour la ramener à notre type, nous écrirons 








CET RCE Sk z 
EE D zLr 1 
Ve eVrLe V2 1 ss ’ = î 
3 + ] 


rrk=4:(2Kk — 1} x°, 
PE à : (2k — 17. 
On a ici 
ar = 2k — .. 


co 


: 1 
et la série » — a, St bien convergente ; en même temps la série 
ak Ak+1 





2 
>: d2k—1 
1 
est divergente, il n’y a point de masse concentrée à l’origine. Ensuite 
on a 





u(t) = 
(e V/t + à” Vt), 


Des formules que nous donnerons plus loin (n° 76) permettent de 
réduire en fraction continue 


at 
vO= + 





u étant une constante positive. On aurait ainsi un exemple du cas où 
l'origine est un pôle; il s'y trouve concentrée la masse u. 
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71. Nous allons revenir maintenant au cas où la série 
o 
L« 
1 
est convergente, pour faire une étude plus complète du problème des 
moments qui est indéterminé. 
Soit { un paramètre positif; je considère la fraction continue 

















1 
1 
a 2 + i 
&@T a3z2+.. 1 
+ | 
Gon+18 + — 
qui est évidemment égale à 
Poñ(2) + tPan+1(2) 
Qun (2) + tQan+1 (2) 


En développant suivant les puissances descendantes de z, on a évi- 
demment 





CT er DT 
e étant le premier coefficient qui dépend de t. Posons 
Àn(2) = Qan(2) + tQrn+1(2) = [a2, 4, ... aant12, €], 

les racines de 

Xn(2) = 0 
seront réelles, inégales et négatives; en effet, &,(2) est simplement 
ce que devient Q2:»}2(2) pour aon+o—t. Comparons maintenant les 
racines de 

Hn(z) = 0 à celles de Hn+1(2) = 0. 
On a 
Hn+1(2) =[a2, &,..., Gan+12, Qan+2, Gon+ss, f]. 
Or, il est facile de voir que si l’on pose 
Aan+2 = 0, Aan+3 =0, 
le second membre se réduit à #,(2). Les racines de 
Hn+1(2) = 0 
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sont au nombre de n +2; si maintenant on fait décroître ass+9, dons 
de leurs valeurs actuelles jusqu’à zéro, ces racines ne peuvent que 
décroître, d’après la proposition du n° 6. Une de ces racines deviendra 
— w, les autres vont coïncider avec les racines de 


Hn(2) = 0. 


Ce résultat peut s'exprimer ainsi: si l’on range par ordre de grandeur 
croissante les racines positives de 


Hn (— 2) —=0, D Lo KBgyere Ent» 


une racine de rang déterminé x, décroît lorsqu'on change n en n + 1. 
Pour n—= ona 


lim X,(2) = g(2) + égi(2), 


xk tend vers une limite finie £&, et 


a@)+t4(@ = (++) (1++ (+). 


En effet, on peut répéter tous les raisonnements des n° 19 et 21. Il est 
clair que les £, vont en croissant, mais peut-il arriver que £4 = £x +1? 
Le raisonnement du n°20 ne peut pas s’appliquer ici; mais on peut 
procéder ainsi. Si l’on avait £;—£,}1, on aurait, pour une même va- 
leur finie et réelle de 2, 

q(2) +tq(z) =0, 

gd'(e)+tg(z)=0, 
donc 

q (2) di (2) — qi (2) g'(e) = 0. 

L'expression 


Qon(2) Qrn+1(2) — Qun+1(2) Qun (2) 


devrait donc s’annuler pour n —%, ce qui est manifestement impossible 
puisqu'elle est égale à 


DUT Qx (2). 
0 
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La transformation que nous venons d'indiquer résulte de l'identité 
bien connue 


Qen(u) Saut (9) Qu Qun+1(u) _ >2 agr+1 Q2x(e) Que(u). 


0 


n 





On a donc bien £y < Ex 41. 

Les nombres £; sont des fonctions décroissantes du paramètre {; en 
effet £4 est la limite de x, qui, elle même est une fonction décroissante 
de t. Nous avons 


ae=(+r)(+i)(+t) 


a@=c(1+ 4) Lan Es 
où 


Le] 
C— ) A2k—1. 
1 


Pour t—0, &, devient égal à 14 et l’on a ainsi 
Ex = Ar. 


Pour t— , on doit évidemment avoir 


: 1 
mi ÉRili—0+, 
donc 
Ek = 0k-1, 
et 04 est compris entre 14 et Àx1. 
En définitive, si l’on considère les quantités croissantes 


0, À, 6, do, 6, Às; Ûs, FAT. 


on voit que les £, sont compris dans les intervalles 


DE RU eh (0, 2), (8,, À), (82, 43), ...; 
on n’en trouve aucun dans les intervalles 
(Q) - en se. où Qi Os (es 0), (ns dns ne o « 


On trouvera facilement 


pe) + tp (e) _ Y a ni 
2@)+ qe) sx 
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et la distribution des masses 
(nx, Ex), (K=1,2,8,... 


est encore une solution du problème des moments, dépendante cette 
fois du paramètre t. 


72. La considération de la fraction continue 


que )+t2Pon(e) 1 
Qon—1(2 2) + tzQon (2) (2) a z+ 1 











conduit à des résultats analogues, que nous nous contenterons d’énoncer 


ae +46 =te+ 42 + €) (+ à) UP 


1(2) + t2p(e) _ m0 Ur 
PACE STT Le 





Onaici £ —0 et 
Âx £ Ex £ 04. 
Les £; sont encore des fonctions décroissantes de #; pour 4—0, & —0 ; 
pour {—00,&,—=À4, les ; sont positifs, m, = 1 : c+ts’annule pour t—0. 
La distribution des masses 


(n x, Ê%) : (ka 0,E,8;8;) 2) 


donne encore une solution du problème des moments; cette fois-ci, 
les £ sont dans les intervalles 


(A, 0,), (&, 0), (43, 03). 


On voit donc que le problème des moments a toujours une solution 
dans laquelle il y a une concentration de masse finie en un point donné 
arbitrairement. En effet, les résultats précédents font connaître toujours 
une solution tant que le point donné n’est pas à l’origine. Dans ce 
dernier cas, nous avons une infinité de solutions par les systèmes 


(ve, 0%) et (nk, Ex); 
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le premier système donne la masse maxima qui peut être concentrée à 
l’origine 

; 1 
LA dE TE 


1 
PV == — 
rg 


73. Nous allons montrer maintenant qu’un système tel que 


(nk , Ëk) 


est celui où la masse 7, concentrée au point £, est un maximum. De 
même dans le système (7,, £,), la masse 7, concentrée au point £, est 
un maximum pour 4—1,2,3,.... Nous venons de remarquer que 
cela n’est plus vrai pour 4—0, le système (rx, 0x) donnant alors la 
concentration maxima à l’origine. 

Soit a un nombre positif quelconque ; pour chercher une limite supé- 
rieure de la masse qui peut être concentrée dans ce point dans une 
solution quelconque du problème des moments, je vais considérer les 
intégrales 


PE + X,(u — a) + Xz(u — a +... + Xn(u — a)"Jdy(u), 
0 


JU +R 0 + Xe — a +. + Xl — a) À avt 


0 


Ces intégrales ne changent point de valeur si l’on remplace la fonc- 
tion y(w), qui caractérise une distribution de masse qui satisfait au 
problème des moments, par une autre fonction de même nature. On 
peut donc supposer que la fonction y (w) caractérise la distribution qui, 
au point a, admet la plus grande concentration de masse possible. 
D'autre part, ces intégrales ont pour # —a un élément égal à cette 
masse concentrée au point a. Les intégrales sont donc des limites su- 
périeures du maximum cherché. Pour avoir les limites les plus proches 
possibles, nous allons calculer le minimum de ces intégrales considé- 
rées comme des fonctions de X,, X,,..., X», et ensuite nous poserons 
n = ©. 

Posons, dans le cas de la première intégrale, 


=1+X(u— 0)+... + Xutu— a)"; 
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les conditions du minimum sont 
A 
Î £@—aray(=0 &—=1,2,...,n) 
0 


ou 


[St aura y(u)=0 [k=0,1,2,...,(n—1)]. 
0 


On en conclut facilement 


(u — à) £xe a Qon+1(— 4) + BQon(— 4), 
et, pour déterminer les constantes a et B, 
O—aQon+1(— a) + BQrn(— a), 
—l=aQu+:(-a) +8 Qi (— a). 
Soit, pour abréger, 
A —Qon(— à) Q5n+1(— à) — Qou+1 (— à) Qu (— à); 
on aura 


HE Q2n(— 4) Qon+1(— à) — Qon+1(— 0) Qun(— a) 
. (u — a) A 





ou 
L— _. Dar Q2x (— U) Qox (— à). 


La valeur du minimum est 


n 


[ Save = [sav _ _ D a+: Que(— a) [ Qux(—u)dw (0); 
0 0 0 0 


dans le second membre tous les termes s'annulent, excepté celui qui 
répond à 4 —0; le minimum se trouve ainsi égal à 


A 4) dy(u=-—); 
0 

et, puisque £ — 1 pour w—=a, 

n 


A — 7. dop+i Q2k (— a) 


0 
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En faisant croître n indéfiniment, on obtient donc, comme une 
limite supérieure de la masse pouvant être concentrée au point 4, 
l'expression 

l'[(—ad(—a)—-a(—a)g(—a)l 
Soit A, ce que devient A lorsqu'on remplace c4 par cx +1; le minimum 


de la seconde intégrale sera 
1 
a À, 





Or, par ce changement de c4 en cx+1, 


d2xr1 devient (a +a+...—+acx+:) @ox+2, 


L Q2x+1 (2) 
Q2x(z) devient (a, Las+... + a2x41) 


comme on le verra plus loin n° 77. 
On a donc 





n 
— a)? 
à = Ÿ_ arr+2 ne ) Ù 
a 
0 
et l’on voit facilement que 


a A, = À + Qt (— à) Qrn+2(— a). 


En faisant croître n indéfiniment, on en- déduit cette limite supé- 
rieure de la masse pouvant être concentrée au point a 


Logona (—a+sa-on(-a). 


Or, lorsque a est dans l’un des intervalles 


(0, À); (8, do), (0,, À); RE 
le produit qg(— a), (— a) est négatif; on adoptera donc comme limite 
supérieure 


1:[g(—a)g(—a)—q(-a)g (—a)]; 
mais, si a est dans l’un des intervalles 


(à, 6), (2, 02) (4, 03) 1,3 


qg(— a) q (— a) est positif; la limite supérieure la moins élevée sera 


1:fa(—a)gi (a) — god (a)++ atout a). 
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74. Il est très facile maintenant de voir que les systèmes 


(nx, £x) et (74, Ex) 


sont ceux qui possèdent les concentrations maxima aux points £&4, #. En 
effet, si a est dans l’un des intervalles 


(0, 4), (8, , À), (02, À3), ARS 


on aura a — &, pour une valeur convenable de +. Cette valeur de + se 
déterminera par la condition 


q(—a) + tq (—a)=0; 


elle est positive. La valeur correspondante de »4 est 


PCa)+in(—a 
g'(— a) + tgi (— a) 


et un calcul facile montre que cette valeur est précisément égale à 





1:[9(— a)g(—a)—g(—a)g (— a), 
qui est la limite supérieure obtenue plus haut. Si, en second lieu, a est 
dans un des intervalles 


(A; 0), (4; 0), (3, 6), Po 
on aura a — &; en déterminant # par la condition 
H(—a)—atq(—a)=0, 
et la valeur correspondante de 7, est 


_. PM(—a)—-atp(— a) | 
gi(—a)—atg'(—a) +tq(—a) 


ce qui est égal à la limite supérieure 





Lila(—agi(—a)—g (og (a+ go a (— a). 


75. Considérons une distribution dans laquelle la masse “ concen- 
trée au point a est maxima. Supprimons cette masse ; je dis que le 
nouveau système qui reste après cette suppression est un système 
déterminé. En effet, s’il était indéterminé, on pourrait toujours trouver 
un système équivalent ayant en a une concentration de masse finie. 
En rétablissant u, on aurait donc en a une concentration de masse 
supérieure à u, ce qui est impossible. On voit aussi qu’il n’y a pas 
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deux distributions différentes qui donnent le maximum de masse dans 
un point donné, 
Nous avons vu que le système 


(vx, 0), 


correspondant à la limite à À ee, est celui où la masse », concentrée à 
1 





l'origine est maxima. On peut caractériser d’une façon analogue la 
distribution 
(uk, 2x) 


correspondant à la limite 2e, en disant que c’est la distribution pour 


laquelle l'intervalle (0, 4), qui ne contient point de masse, est le plus 
grand possible. On peut dire aussi que c’est Ja distribution pour la- 
quelle le moment d'ordre — 1 


Uk 


lk 
1 


est minimum. Cela se déduit aisément de certaines formules que nous 
donnerons plus loin (n° 77, 78). Si l’on a plusieurs solutions du pro- 
blème des moments, on peut en déduire une nouvelle en multipliant 
ces solutions par des facteurs positifs dont la somme est 1, et en les 
superposant ensuite. En partant des solutions 


(74; Ex); (74, Ëx) 


qui dépendent du paramètre +, on pourra obtenir ainsi des solutions 
dans lesquelles la masse est répandue d’une manière continue sur l’axe. 
Nous croyons inutile d'écrire les formules explicites qui renferment 
évidemment des intégrales. 
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CHAPITRE X. 


SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS DE LA FRACTION CONTINUE. 


76. Supposons qu’à une distribution de masse donnant les moments 
Co Cyr Cars +++ Ck; 


on ajoute une masse # concentrée à l’origine. Il est clair que c, se 
changera en c, + u; les autres moments ne changent pas. Pour voir 
ce que devient la fraction continue après cette modification, il suffit 
de se reporter aux formules des n° 11 et 12. On voit alors que le déter- 
minant A, devient A, + uC,_:, les déterminants B,, C, ne changent 
pas. Il s’ensuit que 





don —= Ar 
de B, Bh—:1 
deviendra | 
(Ant uCs 1Ÿ  .: À ; Dr 
RE 
or 


FER 
ne Ou Aaon—1; 


donc a, se changera en 


[1+u(a, + as +... + aon-:1)] Gen = An. 

Ensuite, on voit par un calcul analogue que a°,+:1 devient 
Gon+iC1+ (a +as+...+aon-1)]XT1+ (a + a+... +aon+1)]= nt. 

Ces relations, on peut les écrire aussi 

1 1 
Aiat. té. | ele. 1 
(ai + ai +... +aër 1) dr = (a + 3 +... + Gox-1) ao. 
Sous cette forme, elles sont presque évidentes, puisque 


Ce 
(a, + ag +... + aox1) aox = PE 
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Si le problème des moments est indéterminé dans le cas des données 
Co Cris Cas Cap +. 
il séra évidemment aussi indéterminé dans le cas des moments 


GOT, Ci Cos Css 
Mais si l’on est d’abord dans le cas déterminé, pourra t-il arriver 
qu’on soit dans le cas indéterminé après avoir ajouté le masse x à 
l’origine? Nous avons déjà annoncé (n° 65) que cela ne peut arriver 
que dans un cas exceptionnel. 
En effet, on suppose la série 


Sos 


1 
divergente et les séries 


co co 


) aSk—1; ) a2k 


1 1 


convergentes l’une et l’autre. La première série est toujours conver- 
gente mais, pour que 


Ÿ a. 
1 
soit convergente, il faut et il suffit que 
co 


D (a + 43 +... + dor-1) der 


£ 
soit convergente. Il s’ensuit que la série 
é Le) 
) d2k 
1 


est convergente aussi; donc 


oo 


) A2k—1 


1 
sera divergente, tandis que 
Lee) 


D + a+... + 0x1) dos 


1 
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sera convergente évidemment. On est donc dans le cas particulier étudié 
au n°66, et la solution du problème des moments est donnée par le 


système 
(74, ak) Amies, à 


Mais, en ajoutant la masse « à l’origine, on obtient un système in- 
déterminé. Mais je dis que la solution formée par les masses u et (x, ax) 
est la solution qui donne la plus grande concentration à l'origine et est, 
par conséquent, du type 

(x, 9) … (@=0," =). 


En effet, il y aurait autrement une solution avec une masse u + u' à 
l’origine, et, en ôtant la masse u, on aurait un système équivalent 
au système (7x, ax), mais qui ne serait pas identique avec ce système 
déterminé, ce qui est impossible. 


77. Supposons maintenant que l’on remplace c4 par cx+1. De chaque 
solution (m:;,x:) du problème des moments (&, c;,&,...) on déduira 
évidemment la solution (m;x;, x:) pour le cas des moments (c;, €, ca, ...). 
Ainsi, si l’on est d’abord dans le cas indéterminé, on restera toujours 
dans ce cas indéterminé. Mais nous avons annoncé déjà (n° 65) que, 
lorsqu'on est d’abord dans le cas déterminé, il pourra arriver, dans 
un cas exceptionnel, que le second problème soit indéterminé. 

C'est ce qu’on déduira sans difficulté des formules que nous allons 
donner. 

Il est clair que, par le changement de cxen cx+1, An deviendra B,, B, 
deviendra C. 

Donc, si a, se change en «a,, on aura 





2 
Gin = ee 
x Cr Ch 1 
2 
Hi 


— = Aon (ay + as +... + Gan—1). 


, 
Aon—1 — 
B, ST 


= Aon+1 : (a, + as +. æ + on -1)(4 + 43 +... + Gon+1), 





Ensuite, on voit facilement que Q2,(2:) devient 


Qon+1(e) 
4 Qun+i (0) 
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Voici maintenant les formules pour la transformation inverse. En 
réduisant la série 











m c C c 
PS2 
en fraction continue 
1 
ai z + À 
, 
giéé a, z + 
on aura 
ÿ FX, 
di TN. 
ln+1 = on: (M—G — A4 —...— Agn—2) (M— A3 — 4 —...— An), 
Un  —=Gon—1(M — A3 — 4j —... — Ain). 


78. En dernier lieu étudions l'effet d’une translation sur un système 
de masses. Cela revient à développer, suivant les puissances descen- 
dantes de z, l'expression 

G C 


D". 
PACE) ENTER 


En supposant qu’on obtienne 





on aura 





Un calcul facile montre qu'en remplaçant c4 par & le déterminant 
A, ne change point, le déterminant B, devient B; Q2,(1), d'où l'on 
déduit 

Qbn+1 = Aon+1 Qn (À), 
An —Qon : Qon—92(1) Qon (À). 
Si 1 > 0, un système indéterminé restera toujours indéterminé, mais 


un système déterminé peut se changer en système indéterminé dans 
un cas singulier, comme cela à été déjà énoncé au n° 65. 


II 30 
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CHAPITRE XI. 


EXEMPLES PARTICULIERS. 


79. Je vais donner maintenant quelques exemples: dans tous les 
cas la fraction continue sera convergente. 

Pour abréger, je supprime toujours les artifices qu’il faut employer 
pour obtenir la transformation de l'intégrale définie en fraction continue. 

Soit À un paramètre positif, je considère d’abord la fraction continue 


1 





F3, = —— 
B + ——> 
D — 
s+ 21 
1 + 3 
sen 31 
PE à 
On a ici 
1 25-31 
sk+i— 7? A2kr —= 1 ; 
l’une des deux séries 
Das, Dax 
0 : à 


sera donc toujours divergente, et pour 4 — 1 elles le sont toutes les 
deux; la fraction continue est toujours convergente. Mais il y a lieu 
de distinguer les cas 1< 1, 4 > 1. Lorsque 1<1,0ona 





RS eo) en, 
dir . g+n(i—12 
L'intégrale 
® db (u) 
1È z+u 


se réduit ainsi à une série; il y a sur l’axe une infinité de points ma- 
tériels | 
[1 — 2)" 1, n (1 —1)]. 
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Pour 1>1,ona 


1— 1 
F (2, = pren @—1)] 





L'intégrale définie se décompose encore en série; la distribution de 
masse est 


mn a —1)| 


On voit que, lorsque 1 diffère infiniment peu de l'unité, les masses 
sont infiniment petites et infiniment rapprochées. Pour = 1, on a une 
distribution continue de masse, car on retrouve alors la fraction con- 
tinue de Laguerre 





F(z,1) =f re 
0 


La distribution de masse doit être regardée comme variant d’une 
façon continue avec 1. 
On a encore cette expression analytique 


un —ZU 
(2 Pb f" (1—1)e ET 


a Du _ 





d’où l’on déduit en effet, lorsque 1 < 1, 


Le) 


F (2, À) =f (1—71)e—2" 2 —n(—/)uqn—1 Ju — 2 es 
0 


et, lorsque 1 > 1, 


80. On peut rattacher à l'exemple précédent la réduction en frac- 





tion continue de la série 





w w? w° 
ils tint ilet 


considérée par M. Poincaré (Les Méthodes nouvelles de la Mécanique 
céleste, t. II, p. 8). 
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Si, dans le cas À < 1, on pose 
ti à; = —— \ 
il vient 
p (0, #)= 14 = (2, à). 


Dans le cas À > 1, on posera 


wu=1l:1, MR et Plon (e.3) 


On obtient ainsi les fractions continues 



































vw 
p(w,u) = 1 + u 
1 — 0 + — LL. 
1 + Ju 
ler 2wyu 
1 + 3x 
1 — 00 + TE 
1 
œ(w, u) us 
1 — 210 + di ” 
1+ 
1 — 20 + a Ju 
pe 30 u 
1 — 0 + 14. 


En supposant 0 < w < 1, elles sont convergentes pour toute valeur 


L2 . . . 1 
réelle ou imaginaire de u, à l'exception des valeurs u = — n°0 s'assure 


facilement qu’il y a encore convergence pour toute autre valeur néga- 
y ‘4 g 


tive de u. 


81. On peut généraliser l'exemple précédent en introduisant deux 


nouveaux paramètres. Ainsi soit 


CEA a 
(z,4,a, le à es ; =) ss, 


e—2u a 1 o ya 1,9 bu dr: 
renan=f GE RQ) pu 45 





on aura 
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pour i<1, 


oo 


F(2,4,a,b)=— +. a(a+1)...(a+n—1) (1— 4)s4èn 


Le Fiatou tr 





.. 
- 


L,#: 
0 


pour 4 >1, | 
TE : a(a+1)...(a+n—1) (Â—1)22-tm+a) 
F(2,40,b)= ÿ LL, 930 z+n(i— 1) , 





0 
tandis que la fraction continue est 


m4 

















où l’on a posé 


82. Je vais étudier maintenant, au point de vue de leur convergence, 
les fractions continues qu’on obtient pour les intégrales 


F,(z, = f cn (u,k)e—?“du, 


0 


F, (2, k)= [an (uy kke=" du, 
0 , 


F (2,4) = "sn (u, kje—s“du, 


0 


F, (e, = [sn (u, ke“ du. 
0 
En substituant pour les fonctions elliptiques leurs développements 
suivant les puissances de w, on obtient les développements suivant les 
puissances descendantes de z. Ces développements sont de la forme 
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dans le cas de F,(2,k) et F,(2, k); de la forme 


dans le cas de F,(2,k)et F,(2,k). Dans tous les cas les coefficients c, 
sont des polynomes en k à coefficients positifs. 
Voici maintenant les fractions continues qui sont de la forme 








ou de la forme 





selon les deux formes du développement suivant les puissances descen- 
dantes de z. Dans le cas du second développement les valeurs des a, 
sont très compliquées; mais, en se bornant à considérer les réduites 
d'ordre pair [voir la forme (14) de l’Introduction], on a une fraction 
continue de la forme 





d 
2+La— An. Fr. 
QE Pre x Ta 








avec des valeurs simples des 4,, an. 
Dans le cas de F, (2,4), on a 


=, ban (n— 1}, bi (2n AY, 








d'où 
a, =1, &=1, 
gent = [et RE DE 
2.4,..(2n) | tel 
__[2.4...(2n— 2)? ,,_0 
nn mire mou LE 


Dans le cas de F, (2,4), on a 
=,  bmi=(2n— IR, bin (2n), 
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d’où 








2.4...(2n—2)[ 1 
dj = kw 

Dans le cas de F,(2,k),ona 

A=Ï, An—={(2n —1)(2n) (2n + 1) #, an—=(2n— 1) (1 + k?). 

Dans le cas de F,(2,k),ona 

=2, An=2n(2n+1)(2n+2)8, an =(2n)(1 +6). 

La démonstration de ces formules , au point de vue purement formel 

se trouve dans un Mémoire que j’ai publié dans le tome III de ces An:- 


nales. J'ai ajouté ici seulement la réduction en fraction continue de 
F, (z ) k). 


83. Les fractions continues pour F, (2, 4), F, (2, k) sont convergentes 
pour toute valeur positive de #. Dès lors elles doivent se mettre sous 
la forme 

® zdD(u), 
J apu 
mais nous allons voir que cette intégrale définie se réduit encore à une 
série. Substituons en effet, aux fonctions elliptiques, leurs développe 
ments en séries périodiques, on trouve sans peine 





: _2a Sr 
F(z, D = ir D ami o 4 En+Dap 
| 2K | 
7 1] 2 4 q" 2 
F;(, k)= 5% z +Y 1+gn , ,(naÿl’ 
| +(x) 
rm w(2n+1)g"+} 1 
Fi, = ps (2 ta & 


—q2nF1  , [(@n+il)r|° 
2 
+| 2K | 
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On reconnaît ainsi que les fractions continues pour F,(z, k) et F, (2, k) 
sont aussi du type que nous avons étudié. C’est ce que nous avons déjà 
vérifié d’une autre façon dans l’Introduction pour F, (2, k). 

Mais les reduites des fractions continues pour F, (2, k), F, (4, k)tendent- 
elles vers les expressions de ces fonctions que nous venons de donner ? 
Pour répondre affirmativement, il faudrait savoir qu’on est dans le cas 
déterminé du problème des moments. 


84. Supposons 4< 1,q< 1, l'expression de F,(z,k) montre qu’en 
posant | 





n+3 2 
gl q RELR AE 


—i+gmri SK «ht 
le système des masses 
(Mn, Ln) (n=0LR8777 


est un système déterminé. Ensuite le système 
(Mn£n, Tn) 


sera aussi déterminé; car, pour qu'il en fût autrement, il faudrait que 
la série 


(eo) 


[ee] 
ÿ: Oon-1= D aan (a + 03 +... + aon-1) 
‘ 0 


1 


soit convergente (voir n°. 77); or, on constate que la série 


VE Ganlin 1 
1 
est déjà divergente. 
On en conclut que, M étant une constante quelconque, le système 
des masses 





9 1 a+ 2 l)zl2 
m, = Tuner M, 2, = [2°] due nt 


est un système déterminé. Or, si l’on prend 





1 1+ g2+1 Fa 
Mgr ET gr (n==0,1,2,...) 
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on reconnaît immédiatement que le système 


__(2n+1)g"+i (2n + 1)z7|° 
Li 1— g27+1 , en 

sera aussi détérminé. Cela prouve que la fraction continue pour F, (2, k) 
est bien dans le cas déterminé; la limite est bien égale à F, (z, k). 


Considérons la fraction continue pour F, (2, k). La série 





s 
+ * Aon—1—0 
1 
est convergente (il y a une concentration de masse à l’origine). Si l'on 
remplace cx par cx+1, on aura (n°. 77) 


An +1 
L 
An > "me, 





Aon—1 > A? An 
En changeant de nouveau cz en cx+1, on aura 
Ain —1 = dan (ai + a3 + FEES — 7 ARR 


donc 
4 


AËn1 > don A1 > “aan 4 16e 
Or la série 
Z An +1 ai, 
est manifestement divergente; il en est de même de la série 
Z Aon—1) 


ce qui prouve que le système des masses 





Mapa en (Tr) 
est un système déterminé. En prenant 
11+9q°" 
—. n 1—g°" 
on reconnaît que le système 
n° q" nr 2 
MN le qu a=(T) 


est également déterminé, c’est-à-dire la fraction continue pour F, (2, #) 
tend bien vers F, (2, k). 


554 RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 


Nous avons supposé k < 1, mais on voit facilement que 


Fi(e, +)=K Fi(ke, 9, 
1 

| Fos, +)=x F,(kz, 4), 

F, (2, 1\ prise. 


k 
1 2 
Fe, +)=x F(kz, k), 


ce qui montre que cette restriction est inutile. 


86. Les distributions de masses correspondant aux fonctions F (2, k) 
présentent toutes cette particularité que, lorsque k tend vers l'unité, 
les masses deviennent infiniment petites, mais aussi infiniment rap- 
prochées. 

Pour 4— 1 on obtient, comme limite, une distribution continue de 
masse sur l'axe. C’est le même phénomène que nous avons rencontré 
déjà (n° 79). 

Il ne semble pas sans intérêt d'obtenir directement la distribution 
correspondant à 4—1, comme limite de celle qui correspond à k—=1—e, 
e Étant infiniment petit. Faisons le calcul pour F,(2, k). Posons 


T2 


rit 
el) 


8 sera infiniment petit, et l’on aura g9—=e-38 avec une approximation 


suffisante. Ensuite 
2n 4 0 


EE 
et la masse & (4) comprise dans l'intervalle (0, u) sera 
40 ul Par Le FRS oi | 
2 D FE LS nl 
si l’on suppose que l’entier n est déterminé par la condition qu’on doit 
avoir sensiblement 














LE 
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en sorte que 


(Q@n+1)ô=xV"u. 


A la limite, es et à tendant vers zéro, on aura 








 zd%(u) % zdu 2 
F, (z = tu —/ - 
4 À Lu à 2 +u RUSSES 


Remarquons que, dans le cas 4—1, les fractions continues pour 
F,(z,k), F,(z, k), qui sont de la forme (1°), se ramènent facilement à 
la forme (1°), ou (I), et l’on reconnaît alors qu’elles sont encore con- 
vergentes dans ce cas. 


86. Je vais donner maintenant la fraction continue dans quelques 
cas où les moments c, s'expriment très simplement par les polynomes 
de Bernoulli, définis par la relation 


3 


D Lo (Ds L où) De 
k = Po P1UW 2 + P2 Ta tnmrs gt..: 


e” —1 
en sorte que y, (4) — À — }. On supposera dans ce qui suit 0 <1< 1. 
Considérons d’abord la série 





@ 4) 4) y) 
CR D 








2 24 26 2 
elle donne la fraction continue 
b, 
b 
2 1 à. 
FA 4, F 1e be 
2 + 
+ 
où 
b, = À} À (1 bus À), 
b _n(n—À)(n — 1 +1) 
ra RES 2(@n—1) à 


b _n{n +2) (n + 1 — 2) 
M: 2@n+1 
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ou bien 


2(2n +1) 


RE ETC TT) 


Comme on le voit, la fraction continue est convergente, et elle repré 
sente, tant que la partie réelle de z est positive, l'intégrale 


ro uadu fe" He rt 1 
4 sin? (4 | | 
id a + EAN ne TU) GR Le 4 — 2 cos (217) 





qui s'exprime aussi par 


Bo te ++ ve 1 D ve) ve + 1], 


y (2) étant la dérivée de log r'(2). 
Une autre expression de cette fraction est celle-ci 


a (ta 2e 


sh() 





e—#“du, 


eu — pv 
5 — 

On trouvera la démonstration de ces formules dans le __— Jour- 
nal of Mathematics, vol. XXIV, p. 370; 1890. 

Pour = }, on retrouvera facilement la’ fraction continue qui nous a 
servi au n°. 68. 


où sh u — 


Considérons en second lieu la série 





Po! (1) + à (4) + + @) + 2 te 


elle donne la fraction continue 





EP as 


où Sr 
A | mnt +24) (n +122) 
DR nl 


Les valeurs des a°,, a2n+1 sont un peu compliquées, mais on voit 
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encore facilement que les séries 
Zdan, ZAon+i1 


sont divergentes l’une et l’autre. 
Tant que la partie réelle de z est positive, les réduites tendent vers 





D — 23 du 
[ 2 Lu 


Cette limite s'exprime aussi par 


3v(a+i)—-tv(+1—)2) 


| sin (21x) 
cru Le ?7% 9 co8 (217) 


et par l'intégrale 


sh(1—3)u 0e 
sf NTSC Fe du. 


87. On obtient des formules analogues si l’on considère une nouvelle 


suite de polynomes, définis par la relation 
_ À à à 
Fri m0Tubsr: te Deere 0. 


La série 


40 & y un (2) +A0 4. 


donne la fraction continue 





où 
ban+1 =(n +À)(n + 1—21). 


h =], ban = nt, 
La fraction continue est convergente, et, puisque 
ban+1 = 7 (n + 1)+4(1 — À), 


on voit que (— 1)" y:, (4) est un polynome du degré n à coefficients en 
tiers et positifs en 4(1 — 4). Ainsi, ce polynome est constamment positif 


et croissant de À =0 à 1— À}. 
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La limite de la fraction continue s'exprime ainsi 


| © Zzdu RES AE | 
4sin(iz | , 

















ou encore 
pape auf (tt (RES 
44-45) 
Nous avons posé ici 
ch (u) = cos (iu) — Fe. 
La série 
TA CRUE 
enfin donne la fraction continue 
À 
2 + a — d : 





MS ETES 
où 
4 —=À1— À, 
ES) 


anti + 4 (2n— 1. 


La limite de la fraction continue s'exprime par 








sd | ET — et" 


—fpotisf 2 + çert Len up — ei 


ou encore par 


. SET e enmau—le (Et) + (ES) 





PA M Vi à 


} 


RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 569 


on a 
1 d 
X2n-1() = On di [tan (4)]; 
par conséquent (— 1)" 72,1 (1) est positif dans l’intervalle (0, 4), négatif 
dans l'intervalle (4, 1). 


88. On connaît le rôle que les polynomes de Bernoulli jouent dans la 
théorie de la formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin. Les poly- 
nomes 4h (4) jouent un rôle analogue dans la formule de Boole (Treatise 
on differential equations, Chap. IV, p. 18; 1859): 














92 
Pen) = ED B4 Cp +) + PC) à 
2(2:—1)B , 
EL pp C4 0) + IIS 
D A 
an. 
+ LD (ah On Than 
+ Ru, 
Rn = _. J Aon(u)fEr TD (xL hu) du 
1.2.8...(2n) À 
(— 1)" h2n+1 





Ba 198...@nEa "Br ft D(aHER), 0 LE 1. 


NOTE. 


1. Nous avons vu (n° 68—70) que, lorsque la série 


bd, + bo + ba +... 
est convergente, la fonction F (2) est égale au quotient de deux fonctions entières 
Mimi k : 
Nous nous proposons actuellement de trouver tous les cas dans lesquels F (2) est 
une fonction de { qui est méromorphe dans tout le plan. 
Puisque 





© dpb(u) : f°tab(u 
ronge ee 
0 (ES 

il est clair que, pour cela, il faut et il suffit que la distribution de masse repré- 

sentée par ® (u) se réduise à une concentration de masses 
(mi, Éi) ({ us 1, 8,8, ...) 

en des points 
4>8>E>E>...>limEn=0, 

se rapprochant indéfiniment de l’origine, à laquelle peut s'ajouter encore une 
masse finie C placée à l'origine. Les m; sont seulement assujettis à la condition 


co 
2" 
1 
doit être convergente. 
Nous avons remarqué (n°. 48) que, lorsqu'un intervalle (a, b) ne contient point 
de masse dans la distribution représentée par ® (u), l’équation 


Qon(— 2) = 0 
ne peut jamais avoir deux racines dans cet intervalle: le nombre des racines dans 


cet intervalle ne peut être que 0 ou 1. Il s’ensuit que, dans le cas actuel, le nombre 
des racines plus grandes qu’un nombre quelconque positif / reste toujours fini et 


que la série 


ne peut pas surpasser le nombre fini des nombres 


Ë1s £a ê3s 


qui surpassent |. 
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2. Avant d'aller plus loin, faisons quelques remarques sur la manière dont se 
comportent les racines 


de l’équation 
Qon(— 2) =0, 
et cela dans le cas général. Nous supposons ces racines rangées par ordre de 
grandeur décroissante: x, sera la plus grande racine, et x, x,, ... croissent avec n. 
Il peut arriver que x; croît au delà de toute limite, mais alors ,, X3, ..., Æx 
croissent aussi au delà de toute limite nécessairement. 
En effet, supposons d’abord 


lim x, =, lim x = À, 


À étant un nombre fini. Il est clair d’abord que la masse M, correspondant à la 
racine x, tendra vers zéro, car 


D'autre part, 2%, 43, ... restent toujours inférieurs à À: on aurait donc 
1 
Pn (4) = & — M; 
et 
: 1 
lim pn (4) = & (1) = —-. 
a 


La fonction D{(u) serait donc constante dans tout l'intervalle (1, œ), mais alors 
aucune racine de 
Qu (— 2) = 0 
ne peut être plus grande que 1. Cette contradiction montre qu’il n’est pas possible 
que x, seule croisse au delà de toute limite. Et, de la même façon, on verra qu'il 
est impossible qu’un nombre fini de racines croisse au delà de toute limite, en 
sorte qu’on aurait 
Or ne "Im -+ 
lim LTk+1—= À. 
Nous pouvons donc dire que le nombre des racines qui croissent au delà de toute 
limite ne peut être que O ou ce. 
Supposons maintenant 


lim x, = 1, 
À étant un nombre fini. Il peut arriver que x, soit la seule racine qui tende vers 1, 
en sorte que 
lim x, = d' < 1. 
IL 36 
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Mais nous allons montrer que, lorsque 
lim % = À, : 
alors nécessairement %, &,, æ,..., tendent aussi vers À. Autrement, le nombre 


des racines qui tendent vers À ne peut être que 1 ou ©. 
Supposons en effet 


lim. =limx. =...—limx—=1, 
limxzy41 = 4 <1 
On peut prendre d’abord n assez grand pour que les 4 plus grandes racines de 
Qon(— 2) = 0 


soient toutes comprises entre 2’ et 1 Ensuite on pourra prendre #/ assez grand 
pour que les X plus grandes racines de 


Qen+an (— 2) = 0 


soient comprises entre la plus grande racine de 


Qon(—2)=0, 
et 2 Mais il est clair qu’alors les 4 plus grandes racines de 
Qon(— 2) = 0 


seraient toutes comprises dans l'intervalle de deux racines consécutives de 
Qn+on (— 2) = 0. 


Or nous savons que cela est impossible, à moins qu’on n'ait 4 — 1. 
Si x, est la seule racine qui tend vers À, on aura 


lmæs=i <à, 


et l’on verra de la même façon que le nombre des racines qui tendent vers 1’ ne 
peut être que 1 ou œ&. Dans le premier cas, on aura 


lima.=4"<2, 


et l’on voit encore que le nombre des racines qui tendent vers 2’ ne peut être que 
1 ou w , et ainsi de suite. 


3. Revenons maintenant au cas du n°. 1, c’est-à-dire supposons que la fonction 
® (u) affecte la forme particulière que nous avons indiquée. Nous allons montrer 
qu’on a alors nécessairement 


lim bon _1 = lim bon — 0. 
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Soit, en effet, s un nombre positif aussi petit qu’on voudra. Parmi les nombres 


hr ar Cr 


il y en a seulement un nombre fini 4 qui soient plus grands que €. Parmi les ra- 
cines de 
Qon (— 2) —=0, 
Lis Lo «.., Lx Seules peuvent surpasser &, mais æ%4+1 est certainement inférieur 
à £k+1<e. Ensuite ces racines x,,%,, …, æx en nombre fini tendent certainement 
pour nñ — vers des limites finies. Désignons maintenant par 4, 4, ...,æ! Li 
les racines de 
Qon+2(—2)=0, 

on aura 

DHL +... + tnpi = bi + be +... bons, 

D to+... Lt =b+b+...Lbon_:, 


donc 


k n 

Dtr—a)+ (aie) + mit = bon + bonsa. 

1 k+1 

Or, si l’on se rappelle que les racines x{ sont séparées par les racines tk, ilest 
clair que 


n 
) (tra) + th: < €, 
k+1 
car 


n n 
DL @r—a)+ Das) +ain=rin<e, 
k+1 k+1 
et x; —%r+1 est positif. D'autre part, la somme 
k 
>Ë (x, — x) 
1 


peut être rendue aussi petite qu’on voudra, par exemple inférieure à &, en prenant 
n suffisamment grand; il vient donc 


ban + ban+1 « 2e, 
et les quantités b, tendent vers zéro. l 
Ainsi, pour que la fonction F (2) soit méromorphe en { — . il faut certaine- 
ment que b, tende vers zéro. 
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4. Nous allons montrer maintenant que cette condition est aussi suffisante et 

que, toutes les fois qu’on a 
lim ban —1 = lim ben = 0, 

F (2) est bien méromorphe en z—1. 

Pour cela, nous allons faire voir d’abord que ces conditions entraînent cette 
conséquence : 

Le nombre des racines de 

Qon (— 2) = Ô , 

qui surpassent un nombre positif quelconque !, ne croît pas au delà de toute limite, 
mais reste invariable dès que n surpasse une certaine limite. 

Considérons la suite des fonctions 


(a) Qo(), Q(2), Q(2), ..., Qon(z), ..., 
il s’agit de faire voir que le nombre des racines d’une équation 
Qon (2) = 0 ; 


qui sont comprises entre — ! et — ©, finit par être constant. 
Or, ce nombre est égal au nombre des variations perëues, en posant, dans la 


suite, 

Q (2), Qo (2), .…..) Qon (2), 
d’abord z — — œ, ensuite z— — !. Mais, pour 2 — — , on n’a que des varia- 
tions; tout revient donc à montrer que, pour z2——1/, la suite (a) n’a qu’un 


nombre fini de permanences, c’est-à-dire qu’on ne rencontre que des variations 
dès que n surpasse une certaine limite. 
Pour cela, revenons à la relation entre trois fonctions consécutives; on peut l'écrire 
bon—1 Qon(2) = (2 + ban-2 + ban 1) Qan—0 (2) — ban Qon—4 (2). 


Posons 








1 _— __Qen-2(—Ù 
u Qon(— 1) { 
il viendra 
1 PR tn 2LITEER 
An bon—1 


D’après l'hypothèse, on a 
lim ban—2 = lim bo2n_1 =0; 
donc, dès que n surpasse un certain nombre », on aura certainement 
l—2bon— 


parce que le nombre positif ! n’est pas nul. Nous supposerons maintenant n >> ». 
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On voit alors que si 4, _1 < 1 certainement À, sera positif et compris entre 0 et 1, 
c’est-à-dire qu’on aura aussi 1, < 1, et, par suite, tous les nombres 


ln, Anti, ln+2, 


seront positifs, plus petits que l’unité. 
Mais supposons la valeur de }, _, quelconque et calculons la suite des quantités 


PT dns Anti, Ân+2, ae 


Nous distinguons divers cas qui épuisent tous les cas possibles. 

L'un des nombres 14 est infini, y — cc, alors ÀÂm+1— 0 < 1, et, par eonséquent 
tous les nombres 

Âm+2;, : Âm+3; Âm+4, 

sont positifs, plus petits que l’unité. 

Si aucun des nombres 14 n’est infini, ils seront tous finis, et ils seront: 

Ou bien tous > 1 ; alors il est évident qu’ils sont aussi tous positifs. 

Ou bien on en trouvera un 4,» < 1, et alors nous avons vu que 


Âm+1; Âm+2, Âm+3) 
sont tous positifs, plus petits que l’unité 
Ainsi, dans tous les cas, les nombres 1; sont constamment positifs dès que k 


surpasse une certaine limite. Il est évident, d’après ce qui précède, que nous avons 
établi ainsi la proposition que le nombre des racines de 


Qon (— 2) 0. 


qui surpassent un nombre positif quelconque /, ne croît pas au delà de toute 
limite, mais reste invariable dès que n surpasse une certaine limite. 


5. Il est facile maintenant d'achever la démonstration. La racine x, tendra vers 
une limite finie £,, et c’est la seule racine qui tend vers cette limite, car le nombre 
des racines qui tendent vers £ est 1 ou œ, mais il ne peut être œ, parce que nous 
savons que le nombre des racines qui surpassent un nombre / est fini. Ensuite x, 
tendra vers une limite &,  &,, et ce sera la seule racine qui tend vers &,, et ainsi 
de suite. Généralement, on a 

lim Lr = Êk 
et 
Ëx > Ëk+ie 

La masse M, correspondante à x, tendra vers une limite m, 2 0 en diminuant 
toujours, mais il est facile de voir qu’on ne peut pas avoir m, = 0. 

En effet, on voit facilement que, dans ce cas, la fonction ® (uw) serait constante à 
partir de u = &, < £,, mais alors aucune racine ne surpasserait &,, et la racine qui 
tend vers &, n’existerait pas. De même, la masse M, correspondante à x, tendra vers 
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une limite », qui n’est pas nulle. En effet, nous savons que M, + M, diminue 
toujours; cette somme tend donc vers une limite, et il en est donc de même de M. 
On ne peut pas avoir m2 — 0, car, alors, il est aisé de voir que la fonction d (u) 
serait constante dans tout l’intervalle (£,, £,), et cet intervalle ne pourrait pas renfer- 
mer les deux racines x, et x: qui tendent respectivement vers £, et &, et ainsi de suite, 

Il est clair que y, (u) tend toujours vers une limite finie pour n = et cette 
limite est dès lors — ® (y). Et cette fonction ® (u) affecte bien la forme particu- 


lière indiquée plus haut (n° 1), en sorte que F F) est une fonction méromorphe de #, 


Ainsi, pour que F . soit une fonction méromorphe dans tout le plan, il faut et 
il suffit qu’on ait 
lim Dan—1 lim Don _0 


LXXXII. 


(Article rédigé d'après un manuscrit inédit.) 


Sur la loi de réciprocité de Legendre. 


1. Supposons que p et q sont des nombres positifs, impairs et pre- 
miers entre eux. D’après le lemme de Gauss on sait que 


q 
2)—(—1]) 
pe) TD 
sue . . . SENEE 1 
où 4 désigne le nombre des restes, compris entre les limites —1—— 


= 1 ; : - 
et? 9» quisont négatifs, de la série 





| 
g, 29, 3; sd 


D'après cela 4 indique aussi combien parmi les quantités 


2q 38q ,.., (@—1g 
D 2 2 2p 


: : À ; 1 
il y en a dont la partie fractionnaire surpasse =: 


Or, en introduisant le symbole E(a) pour assigner le plus grand 
entier qui ne surpasse pas a, On aura 


E(a+5)—E(a)=1 


’ : . ‘ 1 
quand la partie fractionnaire de a est supérieure à =. On en conclut 


Det) (le) (y=e,s, 125) 
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En considérant de la même manière 


on aura 


PE pd) nf fnren tt 


Posons maintenant 


CE 


alors on a 
k=B—A 
k'= B'— A 
et 1l s'agit de démontrer la congruence 


— | 
2 


B+B-A.—A'—? 





177 (mod 2) 


pour obtenir la loi de réciprocité 


Pour y arriver nous démontrerons d’abord 
B + B'=0 (mod 2) 


et ensuite 


D id 
A+A = : 


Pour établir le premier point on peut démontrer que B est un nombre 
pair. C’est ce que fait Gauss. Voici la démonstration de M. Kronecker 
d'après les leçons de Dirichlet (Dedekind, 2ème Édition, p. 97). Soit 

1 


p 
p0S +1) rem, fésre,…2=1) 


à L , 1 
il est évident que r, sera compris entre + £, car E (5 + à) est le 


nombre entier qui diffère le moins de d Les nombres 7, sont tous dif- 
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férents et la somme de deux d’entre eux ne peut être nulle Donc dans 
leur ensemble ces nombres r, sont 


— 1 
1,2,8,...,2—— 
quelques uns étant affectés du signe +, les autres du signe —. Or, ona 
ya = à 
E(# - 2] =Y—Ty (mod 2) 


donc 
B= Ÿ_ (y—r,)=0 (mod 2). 


2. Mais on peut se dispenser de démontrer que B est pair, car on 
a B—B. Cette remarque avait échappé aux premiers chercheurs. En 
effet E(a) exprime combien il y a de termes positifs dans la série 


G—1, 4—2,0—5, a —#,... 


à condition de pousser assez loin cette série. D'où l’on conclut que Bin- 





; FE . —1 g—1i 
dique combien il y a de nombres positifs dans le groupe des — — 
nombres 
Fe 2=1,2,8,..., 
nos ou 2yqg—(2%2—1)p 

Y = À, 2, b, .") EE 
E a+1 
n remplaçant x par ; —2x on voit que ces nombres résultent 
aussi de l'expression 
m=1,2,8,...,1 
2px +2qy—pa 1 
y=1,2,8,...,2— 


La symétrie de cette expression met en évidence la relation B = B'. 
Voici comment on peut interpréter géométriquement ce résultat. Sur 


2 
2 


angle OA BC. Considérons en même temps le réseau des points x, y 
dont les coordonnées sont 


deux axes OX et OY prenons 0A=, 0OB— *, etcomplétonslerect- 
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et qui sont à l’intérieur du rectangle. L’équation de la diagonale A B 
étant 2px + 2qy —pq—0, il est clair que B— B' est le nombre des 
points du réseau qui se trouvent à l’intérieur du triangle ABC, ce que 
nous indiquerons ainsi 
B—B'—(A BC). 

Cette démonstration de l'égalité B = B' est indépendante de l’hypo- 
thèse que p et g sont premiers entre eux. 

Traçons la seconde diagonale OC, qui rencontre en D la première. 
On reconnait de la même façon 


A (080), :L Ua 
d’où résulte immédiatement la relation 


a do 


un, 
RARE 2 





et ainsi la loi de réciprocité. 


8. Le nombre B étant pairon a 


=D gs (mod 2. 


Supposons que parmi les nombres E (2) il y en ait { qui sont im- 
pairs, 4 et | seront de même parité. Mais il y a plus, car on a 4 =, 
ainsi: 

Si l’on divise les nombres 


— 1 
g; 2q, 34; T 
par p, on trouvera autant de quotients impairs que de restes qui sur- 
passent — 


Pour le faire voir, je remarque d’abord que 
E(a) +E(q—a)—=9—1 
par suite les quotients de mg et (p — m)q par p sont toujours de même 
parité, car leur somme est 9 — 1. Il en résulte que si je considère les 
deux groupes de nombres 
(a) .:. . .., , . 801 60: 00, ,..., eng 
M : : . . . . . AW, 84. DNA 
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et si je divise tous ces nombres par p, le groupe (a) donnera autant (4) 
de quotients impairs que le groupe (#). Le groupe 

4, 29, 3G, ..., (PD—D9Q 
donnera par conséquent 24 quotients impairs, et par suite chacun 
des groupes 








— 1 
D dre, 2g5 8q, ..., 0 
1 3 5 
à . . . . PEL, PER BEN to 25 1ÿg 
2 2 2 
en donnera k. 
Donc les groupes (7) et (6) ou 
— 1 
yg et 2yq (y=1,2,8,...,2—) 


donnent le même nombre de quotients impairs. Maïs il est clair qu'en 
divisant 2yq par p le quotient sera pair ou impair selon que le reste 


obtenu en divisant yq par p sera inférieur ou supérieur à &, d'où la 


proposition énoncée. 


4, Posons 
(—(AOD), (I) —(BOD) 
(ID) = (BCD), (IV) = (ACD) 
en sorte qu'on a 
A (ID) + (D, A'=(1)+ (AV), 
B— B'— (I) + (IV), 
k—=(IV)— (D, #k'= (I) — (1. 
Il existe entre ces nombres la relation intéressante 
(ID) = (IV). 

Pour la démontrer je cherche une expression du nombre (IV) qui 
indique combien il y a des points du réseau satisfaisant aux conditions 
2px+2qy—pg>0, 
px —qy > 0. 

Pour une valeur donnée de y on doit avoir 


qg(p—2y ay 
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Tant que y < . on n'a qu'à faire attention à la première limitation, 
et pour y > L c'est la seconde limitation qu’il faut seulement envisager. 


Pour y < Ê on aura donc 


Sa q(p — 2y) 2yq 
1 rt) 


valeurs de x, et pour y > £ ce nombre sera 


Q—1_5(2Y\  _nfD—2H9 4 1\ 
2 s(f)=E( Fm * :) 
On a donc 


AV = Ÿ s(fu+ + prime, à à 


Or, dans la première somme 2y parcourt les nombres pairs infé- 


rieurs à £, dans la seconde p —2y parcourt les nombres impairs in- 


férieurs à £ ; On peut donc écrire simplement 


> 1 D | 
m=YE(i+s) (y=1,2,8,...,2—) Ë 


et l’on trouvera de la même façon 
S'e(#£) 
V2 É 5 


E(a)+E(a+5)=E(20) 


À cause de 


on en conclut 


11 Qioiyqu sl 28% 
(D) +(V=UE (22) — À — (II) + (Il) 
donc 
(II) = (IV). 


Il se confirme ici de nouveau que B— (Ill) + (IV) est pair. 
Ensuite on obtient cette nouvelle expression de k 


EU Jr] 
=>, Et Ve p 
c.-à-d. en divisant les nombres yq par 2p, il arrive k fois que le reste 
obtenu surpasse p, ou bien, ce qui est la même chose, en divisant 
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les nombres ygq par p il arrive k fois que le quotient E(n) obtenu 


est impair. On retrouve ainsi la proposition de tout à l'heure. 
5. On obtient une expression de 4 qui conduit rapidement à la loi 
de réciprocité par le raisonnement suivant Pour que la partie fraction- 


, é ‘ Le u ; ; 
naire de ee soit supérieure à à il faut et il suffit qu'on ait 


yq (x—34)p x p 
x — Lx ou “——*— ee 
ES . ee 1 : <y< ’ 
Pour une valeur donnée de x on obtient ainsi 


E (2) _—E# &—9 p 


valeurs de y, d’où l’on conclut 
E 2p\ _L{(&—#p 
D HE] 1) EI! q } 
et l'on s'assure facilement qu’il faut prendre zx—1,2,3,..., — 


a+ 
2 


.. 1 : 
En écrivant dans la seconde somme __ — x au lieu de x on trouve 


= nf -n(8 4) 


=D E(?) +E(2 -%#)] (mod 2). 


Mais il est clair que 


donc 





ë me ; : x 
est égal à _ p Ouà Es — 1 selon que la partie fractionnaire de _ 


est inférieure ou supérieure à +, donc 


On voit en même temps que la somme 


> E fées IE se 5? E (a— de) 


qui se présente ici est le nombre 
(AO B) = (1) + (ID. 


LXXXIII. 


(Article rédigé d’après un manuscrit inédit.) 


Étude sur l'intégrale Î ‘ak da. 
0 


DÉFINITION , PREMIER DÉVELOPPEMENT. 


1. Soit 
CD (al — 'ak-ietda 
Î 


où nous supposons 
0Sa<+o, O<k<I. 
En développant l’exponentielle on obtient 
® FOR HE tre rpet resp 
Cette formule permet de calculer F(a) avec une approximation in. 
définie pour toute valeur de a. Mais dès que a est un peu grand ce 
calcul devient impraticable à cause des longueurs du calcul, et dans ce 





cas on devra préférer souvent d’autres formules, même si elles ne 
permettraient pas d'obtenir F (a) avec une approximation indéfinie. 

On obtient un premier développement de ce genre par l'intégration 
par parties qui donne 














@) F(a)=ak-1ea 14 + RER +. OCRE DOI) LR, 
=T+T+....LTr+Ra, 
Cher Ra (1H (2— 4... (n—#)f at-"-teraax. 


Cn étant une constante indépendante de a. 
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En effet les deux membres de l’équation (3) ont même dérivée par 
rapport à a, par conséquent ils seront égaux si l’on peut déterminer 
Cn de manière que l’équation soit exacte pour une valeur particulière 
de a. Or si l’on prend «a positif mais assez petit pour que 


Fo)< He bi. bts . 
il est clair que l’équation (3) détermine une valeur unique de c, qui 


sera supérieure à cette valeur particulière de a. 
On a évidemment 


a a 
Î ak—n—lerdx—=ak-"—-1ea Lin +1 — | ak—n—2e2z dx, 
Cu Cn +1 
d’où l’on voit, en posant a —c,+1, que les constantes positives 
Ci» Co y Ca» sn Cn: .. 


vont toujours en augmentant. On peut ajouter que c, croît au delà 
de toute limite. En effet dans le cas contraire on aurait c, < b pour 
toute valeur de n, b étant un nombre fini. Il en résulterait d’après (3) 


(1 — X) (2 —K D A 
FO >v-1e|1+ 1 a PET LR Den — 1—X) 


quel que soit n, ce qui est évidemment impossible. 





2. Ilest clair que si l’on connaissait la série des constantes 
Ci) Co; C3 CRURCS Cny.. 


rien ne s’opposerait à un usage légitime du développement (3). Sup- 
posons que la valeur de a tombe entre c,_1 et c,, on aura 


F@O>TH+ET+...+Tui, 
Fa LT HET +... LT 
Mais il reste ici la difficulté qu'il faudrait connaître les constantes 
C1, CC... au moins d’une manière assez approchée pour déterminer 
l'entier n. 
Nous reviendrons tout-à-l’heure sur cette question, mais remarquons 
d’abord que lorsque a est grand les termes de la série 


Ti + To + Ts +... 


vont en diminuant d’abord pour croître ensuite indéfiniment. 
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L'indice du plus petit terme T, se trouve égal à 
1) PNR NE LUS ne ii. à 0SO< 1, 
9 étant déterminé par la condition que n doit être entier. Dans le 
cas 0 —0, il y a deux termes consécutifs égaux, plus petits que tous 
les autres, n— “+ k est alors l'indice du premier de ces deux termes. 
En supposant a grand, on obtient facilement une valeur approchée 
de ce plus petit terme T,, en effet 


RE À AL 2 Em cn D 








ane. ' PARA T(1—H) 90+6 
Or on a,e et s’ désignant des quantités qui tendent vers zéro 
1 
Avec — 
a 
Eu a+ 0, ce O1 27. , 
l'(a + 0) = (a + 9) e Dre 
donc 


1 g+0—3 EN 27 : 
he) ea, 


ou plus simplement 
a 1 27 


3. Examinons maintenant la détermination des constantes c,,c,, cs, … 
Il est évident d’abord que c, est la seule racine positive de l'équation 
transcendante 
L—k)(2—k)...(n—1—k) 


gn—1 





(7) FO——1et 14. PT 


mais le calcul de c, de cette manière est toujours laborieux et devient 
tout-à-fait impraticable dès que n est un peu grand, ce qui est juste- 
ment le cas le plus important. En effet pour résoudre l'équation (7) il 
faudra calculer F(f par la formule (2) et il est clair que, si l’on ne 
trouve pas un autre moyen pour calculer c,, il vaudrait mieux renoncer 
à l'emploi du développement (3) et s’en tenir à la formule (2). 

On peut mettre l'équation (7) sous une autre forme qui permet de 
voir plus clairement de quelle manière c, dépend de n et de k. Dé- 
veloppons les deux membres de (3) suivant les puissances de a, comme 
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il n’y a pas de terme sans a dans le premier membre il doit en être 
de même dans le second membre. On en conclut d'abord que c, est 
une racine de l’équation transcendante 


tn th—n+1 thk—n+2 0 
mr PURES TRESNAT PERS TS a 





et ensuite qu’on a identiquement 


Porte 1=E) DE. (IE + 


(2) 
| L(1— HR) (2— 4%)... ("0 — À) y (a). 
Il est clair que l’équation (8) n admet qu’une seule racine positive 
— €, car les termes ne présentent qu'une seule variation de signe. 


L’équation (8) ne renfermant que le seul paramètre k— n, il est 
naturel de considérer c, comme fonction de ce paramètre, mais nous 





préférons poser 


OR sb MNT Dern 
PP et in) 


en sorte que {— y(m) est racine de 


ti—m t2—m [im im 


(12) PO Tin trs. 6m li1.5.5. Cm) moe 








Le nombre n pouvant avoir les valeurs 1,2,8,. . et k étant com- 
pris entre 0 et 1, nous n'avons qu’à considérer les valeurs de m qui 
sont supérieures à 1 sans être entières. On constate d’abord que la 
fonction y(m) est constamment décroissante, en effet on a 





ù ù 
y = 0, + dt+-E dm=0, 

ù y — fm et 

 : 

ù y ti—m t2—m {3—m 

Dm OT pt Em T 1.8.8 mt" 
. var ti 

et à cause de y—0, on voitque ÿ,- et, sont positifs tous les 
dt __dy(m) 





deux, donc Ses Dre Pa négatif. 


IT 37 
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Mais d'autre part nous avons vu que les constantes 


Cns Cn+1s Cn+HIs c. à. d. 
am), x(m +1), z(m+42), 

vont toujours en augmentant. L’explication de cette contradiction 
apparente se trouve dans ce fait que la fonction y(m) est discontinue 
dans le voisinage des valeurs entières de la variable. Une discussion 
facile montre qu’en désignant par & une quantité positive et infiniment 
petite,ona 

xfn+es)=+o, 11,8,8,... 

xfn—:)=0, nest,, ii: 


La nature si compliquée de la fonction y(m)—c, qui vient de se 
montrer ici, ne semble guère permettre d'obtenir d'une manière simple 
et commode une valeur suffisamment approchée de c, comme l’exige- 
rait l'emploi du développement (3). Il faut en conclure que ce déve- 
loppement n’a aucune valeur au point de vue du calcul numérique. 


NOUVELLE EXPRESSION DE LA FONCTION F'(a). 


4. Nous allons considérer maintenant une fonction G (a) définie de 
la manière suivante 


1 © m—kea(l—x) 
G (a) — TA—%) V. D. / Tran dx. 
0<a< oo, Pt Le © 


L'intégrale définie 


2 a eall — x) 
l'est 


0 


n’a pas de sens à cause de la discontinuité pour æ— 1, mais dans la 
définition de G (a) figure la valeur principale de cette intégrale d’après 
la définition de Cauchy 


v.p.f =im | perd 


0 1+e 
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D'après cette définition, il vient 





dx. 





G(a+%)—G(a)_ 1 © kel) gh—2 — 1 
h ren) Éd 3 


Dans le second membre on a pu omettre ici l’indication v. p. car la 
fonction sous la signe Î reste finie pour x — 1. 


Mais on a 


R(Ai— x) 
= a)eit-s, OCE<h 





donc 





G(a+%)—G(a) _ ] © r—ko@+6—2) 
h = rt 5 / x—'e dx. 
0 


Ici £ est une fonction inconnue de x mais qui reste toujours com- 
prise entre O0 et k. 

Par des raisonnements qui sont trop faciles pour qu’il soit nécessaire 
de les développer, on conclut de là 


(Ste 





7e A 1 : —k ,a(1— x) 
= (a) = GE) Eat © dx 
0 


h tendant vers zéro, soit par des valeurs positives, soit par des valeurs 
négatives. Mais cela suppose essentiellement 4 > 0, et comme on a 


2 
il x kel qx=T(1—k)a-1es 
0 
on arrive à cette conclusion: 
la fonction G(a) est continue tant que a est positif et elle admet 
pour ces valeurs de a une dérivée G'(a)—a*-1es, 


5. Mais il faut encore une recherche particulière pour savoir si la 
fonction G(a) est continue dans le voisinage de a — 0. 
Pour cela, remarquons que 





6-60 777 / ** 


où & est une quantité positive que nous ferons tendre vers 0. 
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Décomposons l'intégrale en deux parties 
co u ao 
Pr 
0 0 l 


où Z—e—1 croîtra au delà de toute limite. 
Ayant 


ei —2 


nn ge O<e<e 





il est clair que 


CT Re me à 
1—k 1—k 








ul etl—® 1] l 
| mh du ee" | Tdi 
| 1— x 

0 





Mon 
lim / g + — dr = 0. 


Quant à la seconde intégrale il est clair qu’on aura à partir du mo- 
ment où / est devenu supérieur à l'unité 








” e(l 
Par u<f cr, ss <f Es TS = 
donc 
al Cl L'ir = 0. 
1—x 
On conclut 


lim G (:) = G (0). 


La fonction G (a) est donc continue même pour a — 0, et nous pou- 
vons écrire 


G(a)=G(0)+ f a*-1eraa. 
0 


La valeur de G . est facile à trouver 





“a Feu 
G (0) = Fo "ef + in — (4) cos k x 


(v. Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, pag. 145) et comme résultat 


ÉTUDE SUR UNE INTÉGRALE. 581 


de cette analyse nous pouvons donc écrire cette nouvelle expression 
de la fonction F (a) 


_ 
US F(a)= r () cos ka + AE 3 ——— à. 


AUTRE DÉVELOPPEMENT DE F (a). 


6. La nouvelle expression de F (a) que nous venons d'obtenir donne 
facilement un nouveau développement en série. En effet à l’aide de 
l'identité 

LS Das + 
1—x 1—2x 


on obtient aussitôt le résultat suivant 


—l1-k) +, 





(14) F(a)=r(coska ax —tenf1 + TE 4. Ci 


a 
oo an —k ea(i— 2x) 


1 
(15) re SEA = rar Vs p. / Re dx. 
0 


On voit, ce développement se distingue de notre premier dévelop- 
pement (3) seulement par le terme l'(k) cos kz et un changement cor- 





respondant du terme complémentaire. Il est clair que 





HD 00. + D, Er IR COKa =, 

d’où il suit que 
dSn _dR» _ ue D ÊPE k—n—1,4a 
da cd, —=(1—4)(2—4k)...(n—kja ” 


S, est donc une fonction croissante de a, or il est clair que pour a 
positif, très petit S, est négatif. Par conséquent S, s'annule pour une 
seule valeur positive de a que nous désignerons par a, et alors 


0 Su=(1— A) (2— 4)... (n—#[ 2t-"-1er da. 
LI 
Les constantes 
Gin den ldht à 5 5 in 501 


que nous venons d'introduire, vont continuellement en augmentant et 


582 ÉTUDE SUR UNE INTÉGRALE. 


finissent par dépasser toute limite fixe, c’est ce qu'on voit exactement 
de la même manière que dans le cas des constantes CROP ANOES 
Supposons que a tombe entre a, _; et a,, on aura 
F(a)>T(k)coska+T HT +...+LT,_:, 
F(a) < T(k)coskx ET, + TD +... HTs 
Mais tandis qu’il n’est pas possible d’avoir aisément une valeur ap- 
prochée de c,, nous verrons dans la suite qu’on obtient facilement une 
valeur très approchée de a, à l’aide du développement 


ee 
de 4405 M \pi08m 
m—=n<+<1i—Kk) 
dont nous aurons à nous occuper dans la suite. 


La comparaison des formules (9) et (16) donne encore cette expres- 
sion de S, 


Su =(1— %)(2— 4)... .(n — k) y (a) — T'(k) cos k x. 
En remarquant que 
L'(k) (4 — 1)(4—2)...(&—n") T(k—n) 
COS kan —(— 1)" cos (4 — n)x 
il vient, en introduisant le nombre m—n +1—%k 
(8). Su —(1—4)(2— 4%)... (n — k)[y (a) + (1 — m) cos m x]. 


AURE 


7. On peut ici déjà se rendre compte de l'avantage qu’il y a à sub- 
stituer les constantes a, aux constantes c,. 

En effet les formules (15), (:8) montrent que a, s'obtient comme 
racine d’une équation transcendante qu’on peut écrire 





19 1 o gm—1 etUü—:x) d 0 
(197 HAE nn p. | Rae Fi 
0 
tandis que c, — y (m) était racine de 
ti—m t2—m Li—m 


y (t) = md 


Rue eos Paul 





Comme on le voit on peut considérer aussi a, comme fonction de m 
simplement et nous écrirons a, — 4 (M). 
Les discontinuités de 7 (m) avaient leur origine dans ce fait que w (1) 
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est une fonction discontinue de "”. Ici au contraire on constate direc- 
tement que 
pt +T(1— m)cos mr 


considérée comme fonction de m, ne présente aucune discontinuité, 
c'est même une fonction holomorphe dans tout le plan, les disconti- 
nuités polaires de w(t) et de T'(1—m)cos mx se détruisant. 

Pour mettre ce fait dans son vrai jour, posons pour simplifier {= 1, 
et écrivons a au lieu de 1—m, la formule (19) donnera 


ne 1 1 1 
(20) Féjosar= + nt MT, 210 La Pop gabar cbr 
Nes | GG=— pe f ds 


Il y a lieu de rapprocher ce résultat du suivant qui est bien connu 
et qu'on doit à M. Prym 


1 1 1 1 
ee, No D Lau oies are 00 





Q (a) =fa-te-tax 


La formule (21) ne définit la fonction G (a) que tant que la partie 


k a à 
réelle de a est inférieure à 1, mais à l’aide de l'identité DE an 1+ 1 


on trouve aussitôt 
(229) . . . . . . G(a)=—e+(1—a)G(a—1). 


_ Cette relation permet de calculer G (a) lorsqu'on connaît G (a — 1) et 
l’on peut continuer ainsi la fonction G (a) dans tout le plan, c’est une 
fonction qui est holomorphe dans tout le plan, comme la fonction Q (a) 
de M. Prym. Du reste ce résultat était évident à priori, par le théorème 
de M. Mittag-Leffler. 


8. Posons 


L=v.p. | É. dx 
0 
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l'équation L—0 déterminera la valeur de a, = y, (m). Or on trouve 


oL 


de mr $ ndéamét, 


m log x 
= | gm—1ett-4 CT LEZ 


‘0 
[ 0 
Sr =] s-tet-sax 
0 


On voit que = est négatif, _ positif donc 


_dt _dy;(m) S 0. 


dm dm 


La fonction y, (m) est donc constamment croissante, elle ne présente 
aucune espèce de discontinuité. 

Il nous reste à faire voir comment on peut évaluer avec une grande 
approximation cette fonction y, (m). Pour cela il est nécessaire d'établir 
une expression asymptotique de S,. 


EXPRESSION ASYMPTOTIQUE DE Sy CALCUL DE Gn. 


9. Notre point de départ sera la formule (15) où nous posons 


n—k=m—l=u et a=u<+yr 


en sorte que 


eu+n 0 ph e—(u+n)e 
SÉT 7 Peur à b. | TE ren dd 
À 
ou 
em+n “(ve ")# 
=ŒÆ ———— AR ru bd nv 
Sn TE tes se + fe Fe- dv 
0 1+e 


en désignant par & une quantité positive et infiniment petite. 
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D'après les résultats obtenus p. 14, n° XLIX on a immédiatement 
cette expression asymptotique 


de ‘4 127 1 NE IS 1 \1 
sel 417 “Ps +" —attiwrt ra 
1 1 1 


+2 24 + 241 + gas 1 + 6018) à a La | 


On en conclut que la valeur de 7 qui donne $S, —0, est susceptible 
d'un développement 


Bi 4 Pa 
7 — écmour + He .. 
MENT 
dont on détermine les coefficients en substituant dans l’expression 
précédente et en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances 


1 : ; ; 
de Le Nous avons posé a = u + 7, la racine a, de l'équation S, —0 


est donc égale à 


ann + Bo +0 + É +. 


1 
Bo —= 8. 
8 
Bi 05 
184 
LE 25515 


ou, en remplaçant # par m—1 





ami + ht ++ 


Or, m étant un nombre très grand on obtient le développement 
cherché 


An = M—(1— Bo) + À +AER +... 


ou 


2 . 64 1! 


RMS ou mn C5 ms T° 


LXXXIV. 


(Article rédigé d'après un manuscrit inédit.) 


Sur certaines inégalités dues à M. P. Tchebychef. 


1. Dans le Journal de Liouville (2 Série, t. 19, 1847) dans un mé- 
moire ,,Sur les valeurs limites des intégrales” M. Tchebychef a énoncé 
sans démonstration la proposition suivante 


..p (2 
Si ee est une des fractions convergentes de (ee 


a 


trouve en moe cette expression en fraction continue 


° f(x) 


442, que l’on 


Dhs TE SN 


et que 
DE er EU AI + Ji 1, de  . 2e 
soient les racines de l'équation 
y(2) = 0, 
rangées suivant leur grandeur: toutes les fois que f(x) reste positive 
entre les limites z2—a, 2—b, la valeur de l'intégrale 


['r@as 
1 
surpasse la somme 








Pix) + Peru à Pen) | P(2n—1) 


W'(z14+1)  w'(zi+2) W'(2n—2) ° W'(2n—1) 
et reste au-dessous de celle-ci 








par) , pari) P(an—1) , P(En) ” 
y' (21) 1 y'(z14+1) RE A W'(an 1) LE y' (21) 


M. Markoff a publié le premier une démonstration de ce théorème dans 
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le mémoire ,,Sur certaines inégalités de M. Tchebychef”” (Mathema- 
tische Anaalen, t. 24. 1884). 

Ayant retrouvé de mon côté et indépendamment ce théorème, j'en 
ai donné aussi la démonstration dans un mémoire ,, Quelques recherches 
sur la théorie des quadratures dites mécaniques.” (Annales de l’École 
normale, 3° Série, t. 1. 1884). Cette démonstration ne diffère pas de 
celle donnée par M. Markoff, je me propose maintenant d’en présenter 
une autre. 


2. Le principal fondement de la nouvelle démonstration est le lemme 
suivant, qui certainement n'est pas nouveau, mais dont les dévelop- 
pements suivants montreront mieux toute l’utilité. 

Lemme. ,,Si la fonction F(x) satisfait aux m relations 


[#*F(@d2=0, k=0, 1,2,...,m—1 
alors la fonction F(x), si elle n’est pas constamment égale à zéro dans 
l'intervalle (a, b), change de signe au moins m fois dans cet intervalle.” 

Il est clair que F(x) change au moins une fois de signe dans l’inter- 
valle (a, b). Supposons que le nombre total ! de ces changements de 
signe soit plus petit que m, donc 

1=I=m—1 
il faut montrer que cela n’est pas possible. En effet soient 

Li, Lo, ..., X] 
les valeurs de x pour lesquelles F (x) change de signe, et posons 

f(x) = (x — x) (x — 2)... (x — x). 
Il est clair alors que 
f(x) F (x) 

conserve constamment le même signe dans l'intervalle (a, b). Or f(x) 
étant un polynôme du degré m— 1 au plus, on devrait avoir d’après 
les conditions imposées à la fonction F(x) 


[ rF(@dr=0 


ce qui est impossible. La supposition / < m est donc inadmissible et 
le lemme est démontré, 
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Ce lemme se trouve déjà en germe dans une démonstration donnée 
par Legendre relative aux racines de l’équation X,, — 0. 
On sait que 


A 
| a X, dx —=0, k=0,1,2,...,n—1 
1 

donc X, doit changer de signe au moins n fois dans l'intervalle 

(— 1, +1). Mais X, étant un polynôme du degré n, on en conclut 

que les racines de X,—0 sont réelles, inégales et comprises entre 

— let +1. 

Cette démonstration ne diffère pas au fond de celle de Legendre, 
mais en la présentant de cette manière, on met plus en évidence le 
véritable nerf du raisonnement !). 

Mais ce lemme, nous allons le voir, conduit encore de la manière 
la plus simple aux inégalités de M. Tchebychef, ou plutôt aux sui- 
vantes 





ee +. + C0 fre 





” y'(x) y'(xx) 
p (x) (Tr 1) 
vu) TT y) <f” ti es 


dont le théorème de M. Tchebychef est une conséquence directe. 


3. Pour simplifier l’énoncé de ces inégalités (A) nous introduisons 
deux fonctions F(x), G(x) de la manière suivante. 
Soit d’abord 


F(a= f r(e)dz ET pt 


Ecrivons pour simplifier 








1) Soit 
F (2) = co Xo + C1 X1 + Ca Xo + … 
—1<r<+i 
le développement d'une fonction quelconque suivant les polynômes X,, alors la différence 
F (2) — (co X9 + c1 X: LE + Cn—1Xn—1) 
change de signe au moins n fois dans l'intervalle (—1, + 1). 
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et définissons maintenant la fonction G (x) dans l'intervalle (a, b) de la 
façon suivante : 


G (x) = 0 deze jusqu'à z=2, 
G (x) = A, dez=x, jusqu'à z=2, 


G (x) = À, + A, dex=2 jusqu'à r—=2, 
Gt =A+A+...+An-1 de 2= 2%»: jusqu'à x —2%», 

G(&=A +A+...+An dexz=ztn jusqu'à z—=b. 
Il est clair qu’au lieu de (A) on peut écrire plus simplement 


(A)... . . Gare te) > F (xx) > G(xr — 0) = 


e étant une quantité positive et suffisamment petite. 

F (x) est une fonction croissante ou mieux non décroissante car c’est 
ainsi qu’on doit l'entendre toujours dans la suite. De même G(x) est 
une fonction croissante mais ses accroissements se font par des sauts 
brusques. Les valeurs extrêmes de F(x), G(x) sont les mêmes, en 
effet 


b 
F(a)=0, F(G)=] f()dz=e 
si l’on pose 
b 
D = zk f(z)dz, 
= À 
G(a)=0, G(b)}=A;, +A:+...+A»—=ta 
car on a comme l’on sait 


(2) . . Aimi+Aoaÿ+...+ Anth=ax pour k—0,1,2,...,2m—1. 


4. Considérons maintenant la fonction 
F (x) — G (x) 


et portons notre attention sur les changements de signe qu’elle peut 
avoir dans l'intervalle (a, b). 
Un changement de signe peut se produire soit pour une valeur de x 
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pour laquelle G(x) est discontinue; soit à l’intérieur d’un des m + 1 
intervalles 


(a, Ti — €); 
( +e, T3 — €), 


(Xi + €, X3 — 6€), 
NT ee 
(Tm —1 + e, Lm— €), 


(&m+e, b). 


Il est clair que dans le premier cas, qui peut se présenter m fois au 
plus, le signe de F(x)— G(x) se change de + en —, car G(x) aug- 
mente brusquement d’une quantité finie. (Nous supposons qu’on fait 
croître x de a à b). 

Au contraire, dans le second cas G (x) reste constant, tandis que 
F(x) croît toujours. Le signe — se change donc en +, et dans chacun 
des m + 1 intervalles un tel changement de signe ne peut avoir lieu 
qu’une fois au plus. Mais on constate que dans le premier intervalle 
(a, Ti — €) 

F(x)—G(x) = 0 


et dans le dernier (x, + e. b) 
F(x) — G (x) = 0. 


Ces deux intervalles ne fournissent donc pas des changements de 
signe, et le second cas peut se présenter au plus m— 1 fois. 

Le nombre total des changements de signe dans l'intervalle (a, b) est 
donc 2m—1 au plus, et il est toujours impair car vers la fin de l’in- 
tervalle (a, x, —:) F(x) — G (x) est positif, et au commencement de 
l'intervalle (x, ++, db) F(x) — G (x) est négatif 

Pour que le nombre des variations de signe soit égal à 2m — 1 il est 
nécessaire d'après ce qui précède qu’il se produise un changement de 
signe pour chacune des valeurs x,,4,,...,æ%m, c’est dire qu’on ait 


Aa Ci) Mon Os 


et cette condition est aussi suffisante, car entre deux changements de 
signe de + en — il y a nécessairement un changement de signe de — 


en +. 


SUR CERTAINES INEGALITÉS. 591 


5. Dans ce qui précède nous avons supposé implicitement que la 
fonction F(x) est continue, comme cela arrivera en général. Mais, 
comme cas limite, on pourrait discuter le cas que F(x) aussi comme 
G (x), présente des sauts brusques. On se convaincra facilement que 
les conclusions auxquelles nous sommes arrivés relatives au nombre 
des changements de signe de F(x) — G (x) restent encore vraies dans 
ce cas. 


6. Considérons maintenant les intégrales 


[= [F (x) — G(x)] dx. 


a 


Une intégration par parties donnant 





1 1 
k RES k … : 
IE F(æ dx => | 12 +1F (x) k] ; [a+ ax 


il vient, en introduisant les quantités ax définies par la formule (1) 


(er bé +1 — Ak+1 


PES 


Ensuite d’après la définition même de G (x) 


b kR+1 _ ,k+1 
Jar G (ax, — 





A fatrod= 


a 


a 





Tnt — Em 
+(A+A+...+An-1) l'ENS s 
b*+1 ei a +1 


+++ An) 





ou bien 
b k+1 _ h + pti gh+i pti gh+ 


ÉCLE E ES  E mere 


a 





et définitivement en ayant égard aux formules (2) 


ad Tl— ag: 


k+I1 





b 
(4) “5: | #*G(@ax= k—0,1,2,...,2m— 2. 
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Les équations (3) et (4) montrent que 


[2 0F@)— (dx 0. k=0,1,2,....19 —5 
On en conclut que le nombre des changements de signe de F(x)—G(x) 
dans l'intervalle (a, b) est au moins égal à 2m — 1. 
Mais nous venons de voir que ce nombre est 2m — 1 ou plus; il est 
donc exactement égal à 2m — 1, et de là on conclut les inégalités (A') 
qui sont équivalentes aux inégalités (A). 


7. Les quantités A; et la fonction G(x) dépendent encore du nom- 
bre entier m. Pour mettre en évidence cette dépendance nous écrirons 
maintenant A” et G”(x) au lieu de A; et G(x). 

D’après cela la signification de 

_ Amt+ i=1,2,...,m+I1 
et de 
GT (x) 
est claire. Quant aux quantités qui doivent remplacer 
D, Lo cp Tan 
en changeant m en m + 1, nous les désignerons par 
A 2: Toit 

On sait alors que 
(D, Do ASUS... le foi. 

Au lieu des équations (4) nous aurons 








b k+E EL 
[ atem(adr = %° si k—0,1,2,...2m —2, 
a 

b +1. 
[ aa" (az = %° ace k—0,1,2,...,2m. 


a 
On en conclut que 
GT (x) — G” (x) 
doit présenter au moins 2m — 1 changements de signe dans 1 intervalle 
(a, b) et ensuite, exactement de la même manière que tout à l’heure 


Gr (tr +) > G"- 1 (xx) > G" (xx — 6) 
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ou bien 
ATH AS +...+HAr D APT HARTIL,,, 4 AR +1 
. ATHTAS+H...+ AP 3 < APT HARTI LH... +ARtI 
Ce sont les inégalités que j'ai données sans démonstration dans les 
Annales de l’École normale (3° Série, t. 2 pag. 184). 
On remarquera sans peine que, dans ce raisonnement, il n’est pas 
nécessaire de s’appuyer sur les inégalités (5). Au contraire, le raisonne- 
ment fournit une nouvelle démonstration de ces inégalités. 


8. Dans le mémoire ,Sur les valeurs limites des intégrales” 
M. Tchebychef a proposé une question intéressante relative à certains 
maxima et minima. 

Plus tard il a exposé plus complètement les résultats qu’il a obtenus 
dans un mémoire publié en russe dans l’appendice au tome 51 des An- 
nales de l'académie des sciences de St. Pétersbourg ( 1885). On doit une 
traduction française de ce mémoire à M" Kowalevski. (Acta mathe- 
matica t. 9. 1886). 

De son côté M. Markoff s’est occupé de la même question en la gé- 
néralisant encore, à la suite de son travail sur les inégalités de 
M. Tchebychef. Son mémoire ,Sur quelques applications des frac- 
tions continues algébriques” (1884) a été publié en russe. 

Plus récemment M. Markoff a encore donné à sa solution plus de 
généralité dans les Acta mathematica t. 9 (1886). (Sur une question de 
maximum et de minimum proposée par M. Tchebychef.) 

Pour compléter les renseignements bibliographiques sur cette ques- 
tion, nous devons citer encore : 

le livre de M. C. Possé ,,Sur quelques applications des fractions con- 
tinues”, St. Pétersbourg 1886 (en français), où l’auteur a reproduit, 
quant aux traits principaux, la solution donnée par M. Markoff dans 
son premier mémoire russe, 

et enfin l',,Extrait d’une lettre adressée à M. Hermite par M. Mar- 
koff.” (Annales de l’École normale 3° Série t. 8. 1886). 
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NOTES, 


M. E. F. van de Sande Bakhuyzen nous a signalé que ce Mémoire, dont les 
résultats avaient été obtenus dès 1875, fut publié en 1876, par le père de Stieltjes 
et à l’insu de ce dernier (C). 


IT. 


Pour un autre exemple, on peut consulter Tannery, Introduction à la théorie 
des fonctions d’une variable, p. 285. Dans son cours à la Faculté des Sciences de 


b 
Toulouse, Stieltjes traitait l’exemple simple, consistant à déterminer | x" dx, 


Ua 


a 
en intercalant entre a et b des moyens formant constamment une progression 


géometrique (C). 
Note de l’auteur. 
Des formules (12) et (14) on déduit encore 


—TU u?—1 


1 
vT+E P—van= Tr 1 du 
Pr. l+e 2 





et 
Lim y (x. P}p=0 = %X— à. 
III. 
Pour plus de développements voir N°. VIII. 


IV. 
Ch. Hermite, Sur la formule d’interpolation de Lagrange (J. Math. Berlin, 84, 
1878, 70) (C). 
Rapport sur ce mémoire par M.M. Grinwis et Schols (Amsterdam, Versi. K. 
Akad. Wet., Sér. 2, 17, 1882, 206). 
Lettres 2, 8, 4, 5. 


VI. 


G. Frobenius, Ueber die Leibnitzsche Reiïhe (J. Math. Berlin, 89, 1880, 
262—264) (C). 
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VIIT. 


Voir Bul. Sci. math., Paris, Sér. 2, 5, 1'° part. 1881, 157, 181 (C). 
Les manuscrits de Stieltjes, contiennent une suite de calculs sur différentes 
algorithmes, p. e. 

















a? + b? 
a+ y —a+b 
LANDE : a + b 
ds —= a; + b, b d . b 
; 2 ? a+b 
== Va bd =" b, 
Lettre 328, 
€ 


Lebesgue, Suite des recherches sur les nombres p. 51, 52, Remarque 1° 
(J. Math. Paris, 4, 18389) (C). 

Rapport sur ce mémoire par M.M. Bierens de Haan et Grinwis (Amsterdam, 
Versl. K. Akad. Wet., Sér. 2, 17, 1882, 331). 


XI. 


Pour plus de développements voir N°. LXIV. 

La démonstration de Stieltjes a été reproduite par Tisserand dans son Traité 
de Mécanique Céleste t. I p. 448. Voir aussi Poincaré, Leçons de Mécanique Cé- 
leste T. 2, 1'° Partie p. 81. 

Lettres 1, 6. 


XII. 
Lettres 6, 7, 9. 
XV. 
Extrait d’une lettre adressée à M. E. F. van de Sande Bakhuyzen par Stieltjes. 
(Traduction). 


Paris 10 Dec. 1885. 
Si je ne me trompe Jordan’s Taschenbuch der praktischen Géometrie est en votre 
possession. C’est pourquoi je vous prie de vouloir m’informer si dans ce livre, 


38° 
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en traitant du problème de Pothenot on a déjà donné un critère pour la possi- 
bilité de ce problème. Il parait que Gauss a remarqué le premier que le problème 
n’est pas toujours possible ; mais quoiqu'il en parle dans sa correspondance avec 
Schumacher III p. 46—50, il ne donne point de critère. Dans son Handbuch 
. _p’ der Vermessungskunde I 
+ "77 À p 821 2ème Ed. Jordan, 
RS x"? en traitant de cette ques- 
2 tion donne un critère bien 


simple. Malheureusement 


ue 


ce critère est inexact. Pour s’en convaincre on n’a qu’a con- 





sidérer l’exemple suivant. Soit P, P, P, un triangle équilatéral, 
W.,. a=1°, Bf—170°; dans ce cas y — 60° et a + 8 + y < 860° 
\ Are pourtant le problème est impossible. En effet d'aprés la 
UE valeur de a, P serait situé sur une circonférence C de rayon 
très grand et d’après la valeur de £ sur une circonférence C.. 
Ces circonférences ne se couperont à l'exception du point P, qu’en un point P’ 
qui ne convient pas, mais qui correspond avec la direction PP; opposée à la 
direction donnée PP.. Je n'ai pu trouver nullepart le critère exact; et s’il n’est 
pas connu je voudrais bien le donner dans une communication à l’Académie des 
Sciences. 
XVI. 
Lebesgue, Suite des recherches sur les nombres p. 51, 52, Remarque 1° (]J. 
Math., Paris, 4, 1839) (C). 
Lettre 9. 
XVII. 
Voir une note de M. E. Cesaro. Sur un théorème de M. Stieltjes (Paris, C.-R. 
Acad. Sci., 96, 1883, 1029—1031). 
Lettres 10, 11. 
XVII. 
Cette note dépassant la limite réglémentaire de trois pages d'impression a été 
divisée en deux parties, de sorte que cette note n’est que la première partie et le 
N°. XIX la seconde partie de la note originale. 


Lettre 19. 

XIX. 
Lettres 18, 14. 

XX. 
Lettres 19—925. 

XXI. 


Lettres 14—17, 27, 28. 
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XXII. 
Lettres 83, 35—39, 

XXII. 
Lettre 41. 

XXIV. 


A. Hurwitz, Sur la décomposition des nombres en cinq carrés (Paris, C.-R. 
Acad. Sci., 98, 1884, 504) (C). 


Lettre 41. 
XXV. 


G. Oltramare, Sur la transformation des formes linéaires des nombres premiers 
en formes quadratiques (Paris, C.-R. Acad. Sci., 87, 1878, 734) (C). 
p. 339. Cette autre démonstration a été donnée par l’auteur N° X p. 274 de 


ce recueil. 
XX VI. 


Ici l’auteur rencontre un théorème d’Algèbre qu’il a développé dans le 


N° XXXVIIL. 
XXVII. 


La note de M. Hurwitz se trouve aux C.-R. Acad. Sci. 98, 1884, 504 et l’ar- 
ticle de M. Liouville dans le J. Math. Paris, Sér. 2, 4, 1859. 


Lettres 8, 42, 47. 
XXVIIT. 


Voir E. Borel et J. Drach, Introduction à l'étude de la théorie des nombres et 
de l’Algèbre supérieure, p. 85 et suivantes (C). 
XXIX. 
F. Lindemann, Ueber die Differentialgleichung der Functionen des elliptischen 
Cylinders (Math. Ann., Leipzig, 22, 1883, 117) (C). 
XXXI. 
Tchebychef, Sur les valeurs limites des intégrales (J. Math. Paris, Sér. 2, 19, 
1874, 137) (C). 
A. Markoff, Démonstration de certaines inégalités de M. Tchebychef (Math. 
Ann. Leipzig, 24, 1884, 172) (C). 
Voir plus loin la Note à l'occasion de la réclamation de M. Markoff (N° 
XXXVII) (C). 


Lettres 48—58. 
XXXII. 


Le lecteur pourra se reporter à la fin de la page 497 du Mémoire : Recherches 
sur les fractions continues (N° LXXXI) (C). 

Les inégalités (1) se déduisent des équations (4) du N° XXXI p. 388 de ce 
recueil. 
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XXXIV. 


Ce travail a un rapport intime avec les recherches de M. A. Markoff, Sur une 
question de maximum et de minimum proposée par M. Tchebychef (Acta Math. 
Stockholm, 9, 1886, 57) (C). 

On trouvera dans le Traité de Mécanique céleste de M. Tisserand (t. II, p. 227 
et suivantes) une démonstration due à M. Rad de quelques-uns des résultats 
de Stieltjes (C). 

Rapport sur ce Mémoire par MM. Kamerlingh Onnes et D, J. Korteweg 
(Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., Sér. 3, 1, 1884, 268—271). 


XXXVIIT 


E. Netto, Ueber orthogonale Substitutionen (Acta Math., Stockholm, 9, 1887, 
295—800). Zur Theorie der orthogonalen Determinanten (Acta Math., Stock- 
holm, 19, 1895, 105—114) (C). 

H. Taber. On a Twofold Generalization of Stieltjes’ Theorem (London, Proc. 
Math. Soc., 27, 1896, 613—621). 

Lettres 61—68. 

XXXIX. 

F. Klein, Ueber Lamé’sche Functionen (Math. Ann. Leipzig, 18, 1881, 237). 

Heine, Traité des fonctions sphériques 2 édition, t. I, p. 472 et suivantes (C). 

G. Polya. Sur un théorème de Stieltjes (Paris, C.-R. Acad, Sci. 155, 1912, 767). 

E. B. van Vleck. On the polynomials of Stielties (New York, Bul. Amer. 
Math. Soc., Sér. 2, 4, 1898, 426—438). 

Lettres 64—66, 347. 

XL. 


Les polynômes U, sont ceux que Hermite a rencontrés en cherchant la derivée 
x? 


nième de la fonctione ? (Paris, C.-R. Acad. Sci. 58, 1864, 93, 266). 
Lettre 66. 
XLI. 
Lettre 67. 


X LIT. 
G. Darboux, Sur la série de Laplace (Paris C.-R. Acad. Sci., 68, 1869, 324) (C). 
Note de l’auteur. 
R X — x X — xŸ 
Soit f(X)= A+ A gs + ASS) + | 
Multipliez par y” (X), différentiez m fois par rapport à X, puis posez X — x. 
Il vient ainsi 
\ D” f(x) g" (x) = A, D" y miens RÉ: De ve 


(1) . ]+mim—1)A, D=- 2 p m2 (2) +... .+ mm —1).. Pet, 
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Multipliez par mp” —1(X) p'(X), différentiez m — 1 fois par rapport à X, puis 
posez X = x, il vient 
D mp" (x) (nf) = A;mD" gp" lp" + A; m(m—1) D"? qpM—2q/ + 
+ A, m(m — Om —2)D7 pm —8p +... + An_1m(m—1)...2.10 
ou 
[DE mp" (x) p'(x) f(x) = À, D" g" + mA, D"—1 pm —1 
[+ mim— DA, D"-2qm—2 +... Lm(m—1)...2Am_1D;p. 
En retranchant les deux équations (1) et (2) on obtient 

US De Pi M Am = D? f(x) p" (x) — Dm" 1 (x) p' (x) f(x) 


RE. 


ou 
1.2.8...mA,=D"—1f (x) q" (x. 


XLIIL. 

Au sujet de l’origine de cette intégrale, on pourra lire par exemple, dans le 
Bulletin astronomique (t. II, p. 573 et suivantes), l'analyse, faite par M. Radau, 
d'un Mémoire de M. Schols. (C). 

XLIV. 

Ch. Hermite, Note au sujet de la communication de M. Stieltjes ,, Sur une fonc- 
tion uniforme”. (Paris, C.-R., Acad. Sci. 101, 1885, 112—115) (C). 

Dans son raisonnement sur la convergence de la série 1 : £(s) — > re 

1 


pour 8 > 4 Stieltjes admet sans démonstration, d’après la lettre 79, que 


= = — = — reste comprise entre deux limites fixes. On 
Vu Va 
trouve dans les papiers laissés par Stieltjes un table de g(n) pour les valeurs 1 
jusqu’à 1200, 2000 jusqu’à 2100 et 6000 jusqu’à 6100. Apparemment l'hypothèse 
de Stieltjes s’est fondée sur l’examen de cette table. 

Voir aussi R. Daublebsky von Sterneck Empirische Untersuchung über den 
Verlauf der zahlentheoretischen Function o(n) (Wien Sitz. Ber. Ak. Wiss. 106 
& 110). 

XLV. 

E. Cahen. Sur un théorème de M. Stieltjes (Paris, C.-R. Acad, Sci., 116, 1898, 
490). 

Pour le théorème II on peut consulter le N° LIV. 

Le résultat cité de Dirichlet contient un signe fautif; en effet 

[WD+f@+...+f(n) —nlogn—(2C—1)n 
Vn 


reste comprise entre deux limites finies (Dirichlet, Abh. Berl. Ak. 1849, 73). 
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XLVI. 


Pour plus de développements on peut consulter la lettre 86 où la première 
formule (}') de IIT est démontrée au moyen des propriétés fondamentales de la 
fonction © et des sommes de Gauss. 

Voir aussi Appendice, lettre 3. 


XLVII. 


La communication de Septembre 1885 est reproduite dans le N° XLVI de la 
présente édition. 

Lettre 84, ou l’on voit comment l’auteur obtient les formules (C) et (D). 

Lettres 85, 86. 

Voir aussi Appendice, lettre 8. 


XLVIIL. 
Lettres 93, 94. 
XLIX. 
Thèse de doctorat. 
Lettres 88—90, 92. 
E. 
La thèse de doctorat, citée par l’auteur p. 64 est le N° XLIX de ce recueil. 
LL 
Lettre 99, 
LIT. 


H. Bruns, Zur Theorie der Kugelfunctionen (J. Math., Berlin, 90, 1881, 322)(C). 
A. Markoff, Sur les racines de certaines équations (Math. Ann., Leipzig, 27, 
1886, 177) (C). 


Lettres 104, 106. 
LIII. 


Lettres 101, 102. 
LIV. 


D’après l’Encyclopädie der mathematischen Wissenschaften I. 1. p. 96 ce 
théorème a été démontré antérieurement par F. Mertens (J. Math., Berlin, 79, 
1875, 182) et par W. V. Jensen (Nouv. Corr. math., 1879, 430). 


LVI. 
Voir N° XLVIII de ce recueil. 
LVII. 


H. A. Schwarz, Verallgemeinerung eines analytischen Fundamentalsatzes 
(Ann. mat., Milano, Sér. 2, 10, 1881, 129) (C). 
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LIX. 


La proposition de cette note se relie à des recherches précédentes (N° XVIII, 
XIX, XXXI) (C). 
LX: 


Richelot, Einige Bemerkungen zum Eulerscher Additionstheorem der ellip- 
tischen Integrale (J. Math , Berlin, 44, 1852, 277) (C). 
Voir N° LXI, LXII, LXIII de ce recueil. 
Lettre 130. 
LXIIT. 


Ch. Hermite, Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées 
(J. Math., Berlin, 52, 1856, 1—38) (C). 
Lettres 120—125. 


LXIV. 
Lettres 133, 171. 
LXV. 
Lettres 177, 184. 
EANE 
Lettres 222, 298. 
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Dans les manuscrits de Stieltjes se trouve encore une autre application des 
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